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La microfluidica è un settore della tecnologia che ha avuto origine intorno agli 
anni 1970 [1] [2]. Tuttavia solo a partire dagli anni 1990, con l'introduzione 
del concetto di μTAS (Micro Total Analysis Systems), sono state condotte ri-
cerche significative in questo settore [3]. 
I campi di utilizzo delle tecnologie microfluidiche sono molteplici e com-
prendono sia applicazioni specializzate come le analisi μTAS, che operazioni 
comuni come reazioni chimiche, formazione di emulsioni, miscele, etc. È evi-
dente come in molti di questi casi un problema importante sia rappresentato 
dall'ottenere una miscelazione efficace all'interno del dispositivo microfluidi-
co. 
Allo scopo di sviluppare e ottimizzare design di micromixer e microreattori 
che permettano la massima efficienza di miscelazione, nelle condizioni dettate 
dalle diverse applicazioni condotte in tali dispositivi, negli ultimi anni va cre-
scendo il numero di studi di fluidodinamica computazionale (Computational 
Fluid Dynamics, CFD) sui fenomeni di trasporto condotti alla scala microflui-
dica [1] [4] [5][6] [7] [8] [9] [10]. La fluidodinamica computazionale rappresen-
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ta infatti uno strumento economico che consente la realizzazione di una 
gamma virtualmente infinita di esperimenti, anche in condizioni potenzial-
mente non realizzabili nella comune pratica sperimentale, offrendo inoltre il 
vantaggio della predisposizione immediata all'estrazione ed elaborazione di 
tutti i dati relativi ai fenomeni fisici simulati. Tale aspetto è anche un aiuto 
valido nell'analisi e comprensione dei fenomeni a livello teorico. 
In particolare una occorrenza poco esplorata in ambito sperimentale e tuttora 
non chiara dal punto di vista teorico, per quanto comune nella pratica, è la 
miscelazione di fluidi caratterizzati da proprietà fisiche, come densità e visco-
sità, sufficientemente differenti da influenzare il campo di moto e provocare 
un forte interazione tra i diversi fenomeni di trasporto (materia, energia, 
quantità di moto) concomitanti [11] [12][13][14]. 
Nel presente lavoro di tesi si prendono in esame i risultati di simulazioni su 
scala microfluidica, condotte sulla miscelazione di due fluidi fittizi i quali pre-
sentano due diverse viscosità, ed effettuate a diversi livelli di raffinatezza. 
Il Capitolo 1 presenta una panoramica su alcuni recenti studi presenti in let-
teratura circa i diversi approcci alla simulazione microfluidica in presenza di 
trasporto di materia, con particolare focalizzazione sulla scala più opportuna 
a cui condurre la simulazione. Il Capitolo 2 delinea un'analisi dei vari aspetti 
del problema che si pone quando le specie chimiche trasportate sono intera-
genti col campo di moto, identificando quindi la configurazione concettuale di 
alcuni possibili esperimenti adatti a chiarirlo. Il Capitolo 3 e il Capitolo 4 e-
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spongono i risultati ottenuti da due serie di prove CFD effettuate in condizio-
ni differenti, costruite sull'impalcatura concettuale delineata nel capitolo pre-
cedente. Il Capitolo 5 compendia infine le conclusioni e pone una serie di idee 






Criteri per lo studio teorico e numerico della 
miscelazione microfluidica 
 
La miscelazione di correnti fluide è un requisito della maggior parte delle ap-
plicazioni microfluidiche. Il dispositivo o la parte di apparecchiatura dedicati 
alla miscelazione vengono denominati micromixer: il loro compito è natural-
mente quello di garantire una miscelazione adeguata nel più breve tempo 
possibile, o nel più piccolo spazio possibile in caso di funzionamento staziona-
rio. A tale scopo esistono diverse soluzioni di progetto; una rassegna delle 
principali è ripercorsa nel primo capitolo di [15]. 
L'aspetto chiave che differenzia la miscelazione microfluidica da quella ma-
croscopica è la piccolezza della scala in cui ha luogo. Tale scala porta in gioco 
diversi fenomeni che non sono presenti in un sistema macroscopico; essi pos-
sono essere ricondotti a due categorie [16]: 
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 Effetti di scala che condizionano sensibilmente dimensioni e tempi ca-
ratteristici delle equazioni di trasporto di quantità di moto, materia ed 
energia: il parametro più ovvio ad essere influenzato è il numero di Re-
ynolds, il quale nell'ambito dei microflussi non raggiunge quasi mai va-
lori elevati, con la conseguenza che il regime di flusso risulta laminare 
anche quando sono presenti comportamenti riconducibili a instabilità o 
caotici (e.g. engulfment, stretching and folding, ecc.) [17][18] [19] [9][4]. 
Questo rende inefficace l'utilizzo degli strumenti sia teorici che numeri-
ci sviluppati per lo studio dei flussi turbolenti, se non per comparazio-
ne. Un altro effetto di scala rilevante nei microflussi è l'accentuazione 
potenzialmente illimitata di tutti i fenomeni legati ai gradienti, che 
aumentano in forza della diminuzione delle distanze caratteristiche del 
flusso, e ciò assume particolare importanza in presenza di trasporto di 
specie chimiche differenti le cui proprietà fisiche sono fortemente di-
pendenti dalla composizione. 
 
 Effetti fisico−chimici, trascurabili alle scale macroscopiche ma che di-
ventano rilevanti alle microscale, i quali obbligano a modificare o inte-
grare il modello del sistema rappresentato dalle tre equazioni di tra-
sporto. Ad esempio si possono innescare fenomeni elettrocinetici, inte-
razioni superficiali tra interfacce liquido−liquido o liquido−solido a cau-
sa degli elevati rapporti superficie/volume causati dalla microscala, 
trasformazioni nel comportamento reologico dei fluidi causate dai gra-
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dienti elevati che vanno a influenzare proprietà fisiche fortemente non 
lineari, fino al caso estremo in cui la scala è talmente piccola che si ve-
rificano deviazioni dalla descrizione meccanica del sistema sotto ipotesi 
del continuo. 
In generale nella pratica molti di questi fenomeni possono essere contempo-
ranei e interagenti, nel qual caso l'analisi del flusso e la comprensione di cau-
se ed effetti dei diversi fattori in gioco si rivelano estremamente difficili. La 
fluidodinamica computazionale si dimostra quindi uno strumento confacente 
alla costruzione di esperimenti mirati all'isolamento e all'analisi di ciascun 
fattore, e successivamente allo studio degli effetti che si verificano in presenza 
di pochi fattori alla volta. Rimane in ogni caso da precisare come la ricostru-
zione di un quadro generale a partire da tali studi sia comunque un compito 
non semplice, data la forte non linearità dei modelli matematici che descrivo-
no i fenomeni in gioco. 
Il primo punto da affrontare nella costruzione di una simulazione affidabile di 
un problema di miscelazione microfluidica è la scelta del dominio spaziale (e 
temporale, nel caso di flusso non stazionario) e del suo grado di discretizza-
zione, in modo da riuscire a descrivere il flusso in tutti i suoi aspetti significa-
tivi. Si tratta quindi di scegliere da un lato una dimensione macroscopica in 
grado di includere la totalità della regione entro la quale avviene la miscela-
zione prefissata (e in più, nel caso di flusso non stazionario, il tempo della si-
mulazione), dall'altro una scala microscopica sufficientemente piccola da po-
ter identificare la scala caratteristica più piccola generata dai fenomeni di 
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trasporto in atto nel flusso (e in aggiunta, nel caso di flusso non stazionario, 
un opportuno step temporale); tali scelte devono essere dettate dal giusto 
compromesso tra costo computazionale e accuratezza dei risultati. 
In particolare la scelta della scala di discretizzazione del dominio rappresenta 
una questione delicata, in quanto la miscelazione è un fenomeno intrinseca-
mente multiscala, dato che, quali che siano le scale caratteristiche dei proces-
si di trasporto coinvolti, il passaggio finale per ottenere l'omogeneizzazione 
completa avviene ovviamente sempre a livello molecolare [20]. In presenza di 
più meccanismi di trasporto delle specie chimiche (tipicamente diffusione e 
convezione a diverse scale), nasce quindi l'esigenza di esaminare quale sia la 
scala caratteristica più piccola realmente significativa nella descrizione della 




1.1 Scelta del dominio 
 
Il più semplice dispositivo di micromiscelazione stazionaria passiva è un ca-
nale all'interno del quale due correnti, costituite da due specie chimiche diffe-
renti, vengono a contatto; la miscelazione è innescata dalla diffusione in dire-
zione perpendicolare al flusso e procede lungo il canale fino a che non si esau-
riscono tutti i gradienti di concentrazione. 
La realizzazione pratica più immediata 
di tale configurazione è il T−micromixer 
o Y−micromixer (Figura 1), costituito 
dai canali di ingresso delle due specie e 
dal canale di miscelamento in cui le due 
specie scorrono affiancate. Questo di-
spositivo non è molto efficiente ma, da-
ta la semplicità della geometria, è stato 
oggetto di numerosi studi sperimentali 
e numerici [4] [5] [20] [11] [9][21] [15] 
[22] [12] [10] [13] [8]. Inoltre tale dispo-
sitivo appare come elemento di giunzione in geometrie di micromiscelatori più 
complessi. 
Figura 1: (a) T-micromixer a sezione ret-




La dimensione tipica di un simile canale è dell'ordine di          , le veloci-
tà medie dei flussi dell'ordine di           , mentre la viscosità cinematica, 
se i fluidi sono assimilabili ad acqua, è dell'ordine di            . Il regime 
di flusso pertanto risulta laminare (            ), il trasporto di quantità di 
moto è dominato dalla viscosità e il profilo di velocità è parabolico. 
Se si ipotizza che le proprietà fisiche delle due specie chimiche siano uguali e 
indipendenti dalla composizione, il trasporto di materia e il trasporto di quan-
tità di moto risultano praticamente disaccoppiati: in tali condizioni la misce-
lazione tra le due specie avviene per diffusione nella direzione perpendicolare 
alla direzione del flusso, e si completa quando il tempo di residenza è suffi-
ciente a consentire la penetrazione per diffusione di ciascuna delle due specie 
dalla parte opposta del canale rispetto a quella da cui è stata introdotta: 




Considerando che per le coppie di liquidi più comuni la diffusività varia 
nell'intervallo                    , il tempo necessario alla completa mi-
scelazione va da      a      . Questo significa che, considerando un numero 
di Schmidt compreso tra               (corrispondente ai precedenti valori 
di viscosità cinematica e diffusività), la lunghezza   del canale di mixing ne-
cessaria a garantire il tempo di residenza    è: 
       





   
  
 
      
È evidente che, dati i valori tipici del numero di Peclet per i liquidi, lunghezze 
così elevate possono risultare inaccettabili [19]. 
Per superare questo inconveniente bisogna massimizzare l'area di contatto 
tra le due correnti inizialmente segregate. Questo si può realizzare suddivi-
dendo le due correnti in numerose lamelle 
che vengono poi poste a contatto (Figura 2). 
In questo modo oltre ad aumentare l'area di 
scambio tra le due specie si riduce il cam-
mino di diffusione necessario all'omogeneiz-
zazione e si aumentano i gradienti di con-
centrazione. Sono stati progettati numerosi 
schemi di alimentazione delle correnti e con-
figurazioni del canale di mixing per creare 
un flusso multilamellare [15]. In realtà anche in un semplice T o 
Y−micromixer si può ottenere una simile morfologia del flusso sfruttando la 
comparsa di fenomeni caotici al crescere del numero di Reynolds. 
In particolare è stato verificato da molteplici studi sia sperimentali che nume-
rici [23] [4] [9] [5] [12] che all'interno di un T−micromixer con aspect ratio del 
canale di mixing pari a 2 a 1 (larghezza doppia dell'altezza) si distinguono tre 
regimi di flusso stazionario a seconda del numero di Reynolds nel canale 
(Figura 3): 
Figura 2: Flusso bilamellare e flusso 
multilamellare all'interno di un mi-
crocanale. Il flusso multilamellare 
aumenta l'area interfacciale tra i due 
fluidi, diminuisce il cammino di dif-




 Per        il regime è propriamente laminare e le due correnti in in-
gresso scorrono parallelamente all'interno del canale senza la forma-
zione di vortici. 
 Per             compaiono flussi secondari: si formano due coppie 
di vortici simmetrici rispetto al piano di mezzeria parallelo al flusso 
principale. 
 Per              questa simmetria è rotta: le due correnti alimen-
tate si intersecano e ciascuna raggiunge il lato opposto del canale; la 
sezione trasversale presenta una simmetria rispetto al punto centrale. 
Questo regime è detto engulfment flow (Figura 4 e Figura 5). 








Figura 3: Linee di flusso all'ingresso del 
canale di miscelamento di un T- micromi-















Figura 4: Campo di concentrazione tridimensionale all'ingresso di un mixing channel, 
Re=160. [23] 
Figura 5: Campo di concentrazione sperimen-
tale (sinistra) e simulato (destra) in un 
T−micromixer, Re=186. [23] 
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Il regime di engulfment è caratterizzato da 
flussi convettivi secondari (i vortici) in gra-
do di produrre elongazione e avvolgimento 
(stretching and folding, [19]) degli elementi 
materiali (Figura 6). Questo comportamen-
to è riconducibile ad una dinamica caotica, 
[17], che porta ad una crescita esponenziale 
dell'area di contatto tra porzioni di fluido 
segregate, o equivalentemente alla formazione di porzioni di flusso multila-
mellare dove la lunghezza delle lamelle cresce esponenzialmente col tempo e 
il loro spessore diminuisce esponenzialmente. 
In un normale shear flow un elemento materiale subisce un allungamento li-
neare col tempo man mano che esso si orienta nella direzione delle linee di 
flusso. Ipotizzando ad esempio di immettere 
al tempo   un impulso di un tracciante con dif-
fusività nulla all'interno di un campo di moto 
bidimensionale       , il suo allungamento 
al tempo       risulta circa pari a (Figura 7): 
  
  
        
Nel caso di stretching e folding caotico si ha invece: 
  
  
         
Figura 6: Stretching e folding caotico 
di un elemento materiale all'interno 
di un flusso rotatorio. [17] 
Figura 7: Allungamento di un ele-




Equivalentemente si può esprimere tale dipendenza nei termini dello spesso-
re      delle lamelle che decresce esponenzialmente (per la conservazione del-
la massa): 
                 
Considerando ora anche la diffusione si può pensare di disaccoppiare il pro-
cesso convettivo di elongazione e avvolgimento caotico delle lamelle, che av-
viene alla scala      , dal processo diffusivo che avviene tra le lamelle alla 
scala      , dove   e   sono le coordinate adimensionali che rappresentano ri-
spettivamente la distanza di penetrazione diffusiva rispetto alla distanza tra 
le lamelle e il tempo medio di penetrazione diffusiva: 
   
 
    
  
    
 
      




Perciò nello spazio      , ovvero tra le lamelle, l'equazione di trasporto della 




   
   
   
ovvero la distanza di penetrazione diffusiva è: 
     
 
    




    
    
 
          




La miscelazione si completa quando la penetrazione diffusiva e lo stretching e 
folding caotico annullano le distanze tra le lamelle di fluido segregate, ovvero 
quando         : 
    
 
          




e questo avviene in un tempo: 
    
 
   
   
          
 
   
All'interno di un canale come quello di un T o Y−micromixer la dimensione i-
niziale      delle porzioni di flusso segregato è dell'ordine della grandezza   
del canale, mentre   è dell'ordine del gradiente di velocità    , per cui il tem-
po di miscelazione è: 
    
 
  
   
   
 
   
vale a dire che la lunghezza del canale di mixing necessaria a garantire l'o-
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ovvero cresce con il logaritmo del numero di Péclet anziché linearmente con 
esso. Questa analisi è confermata dallo studio in [20], in cui vengono condotte 
simulazioni CFD su un T−micromixer in regime di engulfment a diversi nu-
meri di Reynolds e numeri di Schmidt, e viene calcolata l'area di contatto spe-
cifica   media tra le porzioni di flusso segregate all'interno del canale, otte-
nendo una dipendenza logaritmica dal numero di Schmidt (Figura 8): 
              
 
Figura 8: Dipendenza dal numero di Schmidt dell'area di contatto specifica media tra por-
zioni di flusso segregate in regime di engulfment all'interno di un T−micormixer, per tre di-
versi numeri di Reynolds. [20] 
 
Ora, nel caso di struttura lamellare del flusso, l'area di contatto specifica   è 
l'inverso dello spessore medio delle lamelle   , definito ovviamente come media 
sul volume di miscelamento: 
    
 
 





È stato detto che nel regime di engulfment tale spessore decresce esponen-
zialmente nel tempo: 
         
 
    
In un flusso stazionario in un canale con velocità media  , denominando   la 





per cui lo spessore medio delle lamelle è: 
    
 
 
    
 




dove si è assunto che il valore di   dato dalla dipendenza esponenziale da   (e 
quindi da  ) sia già mediato nella sezione trasversale. 
Ne risulta quindi, considerando che      , che: 
    
 
    
   
 
  
    
 
    
  
ovvero che: 
   
 
  
   
 
 
             
in accordo con ciò che scaturisce dai risultati delle simulazioni. 
Appare evidente quindi che il regime di flusso caotico favorisce considerevol-
mente la miscelazione. L'esito di un flusso di questo tipo su una simulazione 
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CFD è duplice: se da un lato diminuisce di molto la dimensione del dominio 
necessario per calcolare la miscelazione completa delle due correnti, d'altro 
canto la formazione dei vortici e delle strutture lamellari multiscala tipiche 
del regime caotico costringe in linea teorica, per la loro risoluzione, a discre-
tizzare il dominio a livello estremo. Resta da stabilire fino a che livello è ne-
cessario calcolare tali strutture multiscala, ossia fino a che punto è necessario 
spingersi con la discretizzazione allo scopo di garantire una risoluzione accet-
tabile del campo di moto e del campo di concentrazione. Un obiettivo degli 
studi CFD in questo campo deve essere quindi appurare se, in varie condizio-
ni, esiste una scala al di sotto della quale la conformazione delle microstrut-





1.2 Scelta della scala di discretizzazione 
 
La scelta della scala di discretizzazione del dominio è una questione cardine 
di ogni simulazione CFD, in quanto da essa dipendono tanto l'accuratezza del 
risultato quanto il costo computazionale. 
Tre tipi di errore sono inerenti a ogni simulazione CFD: errori nel modello 
matematico, nel caso le equazioni di conservazione non siano una rappresen-
tazione esatta del fenomeno fisico in esame; errori di discretizzazione dovuti 
allo scarto che c'è tra la soluzione delle equazioni di conservazione e la solu-
zione del sistema algebrico ottenuto quando esse sono applicate a un dominio 
discreto; errori di calcolo nella risoluzione de suddetto sistema algebrico. 
Nel caso di trasporto di massa in un sistema microfluidico le dimensioni ma-
croscopiche della geometria dove si svolge il flusso sono dell' ordine del micron 
(     ), sufficientemente grandi rispetto alle dimensioni molecolari del li-
quido (dell'ordine degli ångstrom,       ). Ciò rende lecita la rappresenta-
zione del fluido come mezzo continuo e, in assenza di effetti termici, le equa-
zioni di conservazione della quantità di moto e delle specie chimiche per un 









                 
  
  
            
L'eliminazione dell'equazione di trasporto dell'energia è giustificata quando la 
miscelazione delle specie non genera effetti termici e i fluidi sono sufficiente-
mente poco viscosi da poter trascurare il riscaldamento dovuto all'attrito vi-
scoso (il numero di Brinkman è molto piccolo). Inoltre le altre ipotesi alla base 
del modello sono, come si evince dalle equazioni, l'invariabilità delle proprietà 
fisiche e di trasporto come la densità, la viscosità e il coefficiente di diffusione 
binario delle due specie chimiche. Questo è verosimile ad esempio nel caso 
della miscelazione di due soluzioni acquose, ciascuna con un diverso traccian-
te diluito, ma è un'ipotesi che deve essere rimossa in molti altri casi, come il-
lustrato nel capitolo successivo di questa tesi. 
In ogni caso, accertata la validità del modello matematico, la bontà della solu-
zione dipende dagli errori di discretizzazione e di iterazione delle equazioni 
algebriche. Data la natura laminare dei flussi microfluidici gli errori di itera-
zione in genere non rappresentano un problema: si riescono a raggiungere re-
sidui di iterazione molto bassi e a garantire la stabilità e la convergenza della 
soluzione. 
L'elemento discriminante dell'accuratezza della soluzione di un problema di 
miscelazione microfluidica tramite simulazione CFD risulta quindi l'errore di 
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discretizzazione. In particolare è ragionevole presumere che la griglia dei vo-
lumi finiti debba essere sufficientemente fine per risolvere le strutture di pic-
cola scala che eventualmente risultano dalle equazioni di trasporto. 
Essendo coinvolti due fenomeni di trasporto, cioè della materia e della quanti-
tà di moto, a priori non è noto se le due equazioni diano origine a scale molto 
differenti in grandezza. 
Nel caso in cui valga l'ipotesi dell'invariabilità delle proprietà fisiche e di tra-
sporto della miscela le due equazioni di trasporto sono accoppiate in un solo 
senso, poiché viscosità e densità rimangono costanti all'interno dell'equazione 
di Navier−Stokes, mentre il campo di moto da essa prodotto va a generare il 
termine convettivo all'interno dell'equazione di trasporto della specie chimica. 
In altre parole è possibile in una simulazione calcolare dapprima il campo di 
moto e successivamente la distribuzione delle due specie chimiche all'interno 
del dominio. 
Supponendo di operare allo stazionario all'interno del canale di miscelazione 
di un T o Y−micromixer di dimensione caratteristica  , in cui la velocità me-
dia sia  , le equazioni di trasporto assumono la seguente forma adimensiona-
le: 
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dove si ha: 
       
 
 
                              
 
 
      
    
   
       
    
     
  
   
   
 
       
 
  




Risulta chiaro che l'analisi dimensionale delle due equazioni di trasporto si 
può svolgere separatamente, e che l'unico parametro in grado di differenziare 
le scale generate dalle due equazioni è il numero di Schmidt. 
Nel regime di engulfment flow si è visto come la comparsa di flussi secondari 
genera vortici che favoriscono la miscelazione. La scala minima      di queste 
strutture può essere dedotta ipotizzando che localmente la velocità secondaria 
  , responsabile dei vortici, sia generata da un gradiente di pressione d'ecces-
so      , ovvero seguendo le leggi di uno shear flow in quanto il regime è co-
munque laminare, così come la velocità principale    è generata dal gradiente 
       [16]. Si fa l'ipotesi quindi che tale campo di moto sia sovrapponibile li-
nearmente a quello principale   , ovvero si trascurano gli sforzi derivati 
dall'interazione della fluttuazione    con    (analoghi agli sforzi di Reynolds 
nel moto turbolento). Scomponendo dunque il campo di moto e il gradiente di 
pressione in tale maniera: 
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si può scrivere un bilancio di energia meccanica all'interno del volume di con-
trollo euleriano  , il quale ha la dimensione della più piccola scala di varia-
zione della velocità generata dall'engulfment flow: 
          
 
        
che diventa: 
         
      
 
                      
dove    è la portata volumetrica che attraversa l'elemento  . 
Una semplice disuguaglianza triangolare mostra che: 
                           
    
 
             
 
            
      
 
 
Ora si è supposto che il gradiente di pressione che si contrappone all'attrito 
della parete e genera il flusso principale sia       , per cui si ha: 
       
    
 
            
           
 
                      
      
 
  




   
    
                
   
      
   
ovvero: 




    
    
      
 
    
   
      
  
         
        
 
  
Ora la scala minima della velocità      è tale che: 
         
        
 
     
poiché strutture più piccole di essa vengono dissipate dalla viscosità più velo-





    
    
      
 
    
   
      
  
che riarrangiando diventa: 
       
 
    
 







   
        
   




Il termine al denominatore si può interpretare in due modi: 
 in prossimità della parete entrambe le velocità   e    devono tendere a 
zero, per cui         , inoltre il gradiente di pressione in eccesso è 
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dell'ordine di          , per cui, considerando anche che     
   e 
      , il termine al denominatore è dell'ordine dell'unità; 
 lontano dalla parete considerando l'equazione di continuità il rapporto 
     è dello stesso ordine di         , per cui ripetendo le considerazioni 
del punto precedente il temine tra parentesi è dell'ordine di           
    
e quindi minore di uno. 
In ogni caso quindi un estremo inferiore verosimile per la scala generata 
dall'engulfment flow è dato da: 
       
 
    
 
     
  
Ad esempio per un canale con diametro idraulico          e un flusso con 
      , la dimensione più grossolana dell'elemento di griglia che consente 
di risolvere interamente la struttura dell'engulfment flow è di circa        
[16]. Tali valori sono piuttosto alti e non risultano sfavorevoli per il costo 
computazionale delle simulazioni. 
Un risultato diverso si ottiene investigando la scala più piccola generata 
dall'equazione di trasporto della specie chimica. Dato che per i liquidi il nu-
mero di Schmidt è maggiore di uno, cioè la diffusione della quantità di moto è 
più veloce della diffusione molecolare, ci si attende che le microstrutture di 
concentrazione possano persistere per un tempo minore rispetto alle micro-
strutture di velocità: in pratica prima di poter essere completamente dissipate 
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dalla diffusione, vengono rotte dal riarrangiamento per dissipazione delle mi-
crostrutture della quantità di moto. 
Il tempo di persistenza della microscala della velocità, prima di essere dissi-
pata dalla viscosità, è: 
      




Durante questo tempo il percorso compiuto dalla specie chimica per diffusione 
è: 
                
per cui teoricamente la microscala della concertazione risulta dell'ordine di: 
       
    
   
  
Tale scala è detta scala di Batchelor [20], ed è esattamente analoga alla scala 
di trasporto della specie chimica in flussi turbolenti, nel qual caso però la mi-
croscala della velocità è data dalla scala di Kolmogorov. 
Siccome il numero di Schmidt per i liquidi assume in genere valori molto ele-
vati, dell'ordine di     per sistemi acquosi o anche ordini di grandezza in più 
per liquidi organici più viscosi, questa dipendenza è estremamente svantag-
giosa per il costo computazionale delle simulazioni CFD, in quanto implica 
che per risolvere accuratamente il campo di concentrazione si dovrebbe ap-
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prontare una griglia     volte più piccola di quella necessaria alla validazione 
del campo di moto. 
D'altro canto, nel caso dell'engulfment flow, è stato già mostrato che in realtà 
la microscala media della concentrazione, calcolata come l'inverso dell'area di 
contatto specifica   media tra le porzioni di flusso segregate, ha una dipen-
denza dall'inverso del logaritmo del numero di Schmidt, anziché dall'inverso 
della radice quadrata; ciò significa che all'aumentare del numero di Schmidt 
la microscala media della concentrazione diminuisce molto più lentamente ri-
spetto alla relazione di Batchelor, con ovvio beneficio per il costo computazio-
nale delle simulazioni. 
Questo risultato può essere interpretato considerando che le microscale       
e      non sono ovviamente omogenee nel dominio, ma distribuite con varian-
za più o meno ampia. Si può argomentare che l'analisi dimensionale che porta 
alla scala di Batchelor conduca al limite inferiore delle microscale di concen-
trazione, mentre il calcolo effettuato tramite l'inverso dell'area di contatto 
specifica  , essendo mediato su porzioni di volume, fornisca un'idea della me-








Accoppiamento delle equazioni di trasporto 
ed effetto della viscosità 
 
L'invariabilità delle proprietà fisiche e di trasporto di una miscela binaria ri-
spetto alla sua composizione è un'approssimazione che si può applicare vero-
similmente solo quando i due fluidi che si miscelano sono pressoché chimica-
mente identici: ad esempio può essere un modello valido nello studio della mi-
scelazione di due correnti uguali ma contraddistinte dalla presenza di due di-
versi traccianti passivi con una concentrazione sufficientemente diluita da 
non alterare le proprietà del solvente. 
È chiaro che questa ipotesi è applicabile ad una casistica estremamente limi-
tata, lasciando fuori un'enorme varietà di situazioni molto più significativa 
nella comune pratica della microfluidica e dei microreattori: infatti nella mi-
scelazione di due correnti liquide chimicamente differenti le proprietà della 
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miscela dipendono sempre, più o meno fortemente, dalla composizione, e 
quindi variano all'interno del dominio di miscelazione. 
Di fatto alcuni casi molto comuni nella pratica, come la miscelazione o sepa-
razione tra una sostanza acquosa e una organica completamente o parzial-
mente miscibili, presentano una dipendenza delle proprietà fisiche e di tra-
sporto dalla composizione della miscela estremamente non lineare. 
Queste circostanze complicano notevolmente il problema della miscelazione 
dal punto di vista matematico, e accrescono di conseguenza la complessità 
delle simulazioni CFD che affrontano il problema, sia dal punto di vista della 
messa a punto e del calcolo, che dal punto di vista dell'estrazione, analisi e in-




2.1 Equazioni di conservazione 
 
Si considera un generico dispositivo microfluidico in cui si vuole studiare la 
miscelazione di due specie chimiche allo stazionario in assenza di reazione 
chimica. 
In tal caso le equazioni di conservazione sono: 
             
                               
                           
dove si evidenzia la dipendenza della densità  , della viscosità   e del coeffi-
ciente di diffusione binario   dalla composizione della miscela, indicata in 
questo caso dalla frazione massica   di uno dei due componenti. Essendo le 
due specie liquide, la dipendenza delle proprietà dalla pressione può essere 
verosimilmente trascurata. 
Al solito l'eliminazione dell'equazione di trasporto dell'energia è giustificata 
quando i fluidi sono sufficientemente poco viscosi da poter trascurare il ri-
scaldamento dovuto all'attrito viscoso, e inoltre la miscelazione delle specie 
non genera effetti termici. Tuttavia su quest'ultimo punto bisogna prestare 
attenzione dato che molto spesso le miscele non ideali sono caratterizzate da 
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un'entalpia di miscelazione non trascurabile, il che rende il processo non iso-
termo, e le proprietà della miscela sono dipendenti dalla temperatura, in par-
ticolar modo la viscosità. Ad esempio il processo di miscelazione di acqua ed 
etanolo è endotermico, con                     
          . In casi come 
questo è necessario aggiungere al modello l'equazione di trasporto del calore. 
A questo punto è evidente dalle equazioni che l'accoppiamento tra il trasporto 
della specie chimica e il trasporto della quantità di moto è a doppio senso: il 
campo di moto influenza la distribuzione della specie chimica tramite il ter-
mine di trasporto convettivo, e a sua volta la distribuzione della composizione 
determina localmente la densità e la viscosità della miscela andando a condi-
zionare il trasporto sia inerziale che viscoso della quantità di moto. È neces-
sario quindi risolvere le equazioni di conservazione contemporaneamente, e 
ciò ha un impatto elevato sulla complessità computazionale di una simulazio-
ne CFD. 
Un'ulteriore questione che emerge dall'accoppiamento reciproco delle equa-
zioni di conservazione è relativa alla distribuzione scale caratteristiche gene-
rate dai due fenomeni di trasporto. È stato mostrato nel capitolo precedente 
come nel caso in cui l'accoppiamento delle equazioni di conservazione sia a 
senso unico, ovvero quando le proprietà sono costanti e il campo di moto in-
fluisce sul campo di concentrazione ma non viceversa, questo tipo di intera-
zione valga naturalmente anche per le scale caratteristiche; per cui ad esem-
pio nella situazione di engulfment flow è possibile tramite una semplice anali-
si dimensionale stimare la microscala entro cui varia la velocità e successi-
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vamente la microscala entro cui varia la concentrazione, che dipenderà dalla 
prima ma non viceversa. Quando invece il trasporto della quantità di moto e il 
trasporto della specie chimica sono mutuamente interagenti non è possibile 
un'analisi dimensionale separata delle equazioni di trasporto. 
In definitiva la circostanza fondamentale che determina il comportamento 
delle equazioni di trasporto in presenza di proprietà della miscela che dipen-





La densità di una miscela binaria di componenti A e B è l'inverso del volume 
specifico, il quale è additivo nelle miscele ideali ma presenta una parte di ec-
cesso in quelle non ideali, la quale varia con la composizione. 







   
  
            
Il volume di eccesso non ideale può assumere valori sia positivi che negativi, 
di entità più o meno rilevante, a seconda delle specie chimiche coinvolte. 
Ad esempio nel caso della miscela acqua−etanolo esso è negativo (Figura 9) 





Figura 9: Densità della miscela acqua−etanolo in funzione della composizione. [12] 
 
In questo caso l'aumento della densità in corrispondenza del fronte di misce-
lamento di acqua ed etanolo costituisce una perdita di volume che genera un 
flusso convettivo perpendicolare al fronte stesso [27] [15], anche se l'effetto è 
piccolo. 
In ogni caso una densità dipendente dalla composizione implica che il campo 
di moto non è solenoidale [28] [29], in quanto l'equazione di continuità stazio-
naria diventa: 
      
  
  





La dipendenza dalla composizione della viscosità di una miscela binaria di 
componenti A e B può presentare comportamenti molto più marcati rispetto 
alla densità, in particolare se A e B sono una sostanza acquosa e una organi-
ca. 
Ad esempio l'etanolo puro ha una viscosità di poco superiore a quella dell'ac-
qua, ma una miscela acqua−etanolo a     con frazione massica di etanolo 
          presenta una viscosità pari a circa tre volte quella dell'acqua 
pura (Figura 10), con un andamento in funzione della composizione fortemen-
te non lineare [26][12][15]. 
 
Figura 10: Viscosità della miscela acqua−etanolo in funzione della composizione. [12] 
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Esistono numerose correlazioni semiempiriche per interpolare la viscosità di 
una miscela a partire da quella dei componenti puri [30]. 
In generale, considerando che la viscosità di un fluido rappresenta la resi-
stenza al trasporto diffusivo di quantità di moto, e che in una miscela le resi-
stenze costituite dalle due specie possono essere considerate in parallelo, si 
può considerare che l'inverso della viscosità, o fluidità, sia una proprietà addi-







   
  
            
L'effetto della viscosità dipendente dalla composizione si ripercuote sul campo 
di moto e genera un nuovo termine sorgente; nel caso in cui la densità sia co-
stante si ha: 
                    
  
  
            
L'impatto del nuovo termine sul campo di moto è direttamente proporzionale 
alla derivata della viscosità rispetto alla composizione. Tale derivata può as-
sumere valori elevati ed avere quindi un forte effetto sul campo di moto: 




un valore circa costante   . Tale valore è elevato solo se la differenza di 
viscosità tra il fluido A e il fluido B è elevata; 
 se l'andamento di      è fortemente non lineare, esisterà un intervallo 
di composizioni in cui la derivata 
  
  
 assume valori più elevati del valo-
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re    che avrebbe avuto in caso di andamento      lineare. Quindi, co-
me nel caso della miscela acqua−etanolo, se      è fortemente non li-
neare la derivata 
  
  
 può assumere valori molto elevati anche se le vi-
scosità dei componenti puri A e B non sono molto differenti. 
Inoltre il nuovo termine sorgente del campo di moto è proporzionale al gra-
diente di velocità ma anche al gradiente di concentrazione della specie chimi-
ca trasportata. Questo evidenzia che il contributo di tale termine alla genera-
zione delle scale caratteristiche della velocità è subordinato alle scale caratte-
ristiche della concentrazione, le quali a loro volta dipendono da quelle della 
velocità per l'azione del termine convettivo nell'equazione di trasporto della 
specie; ciò mostra ancora una volta che nel caso di viscosità variabile le mi-





La dipendenza dalla concentrazione del coefficiente di diffusività binario in 
una miscela di componenti A e B è di difficile descrizione. 
Anche in questo caso esistono numerose correlazioni semiempiriche [30] per 
la determinazione del coefficiente in funzione della composizione; a causa del-
la natura stessa del fenomeno diffusivo però tali correlazioni fanno uso come 
dati di partenza delle diffusività a diluizione infinita    
  e    
 , che sono le co-
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siddette tracer−diffusivities, cioè i valori di diffusività in assenza di gradiente 
di potenziale chimico (in altre parole quando     ,    
  tende alla 
self−diffusivity    
 ). Sappiamo invece che il coefficiente di diffusività binario 
(       , nel caso di diffusione equimolare) esprime la proporzionalità tra il 
flusso diffusivo e il gradiente di potenziale chimico (e quindi di concentrazio-
ne). 
È da notare inoltre che il coefficiente di diffusione dipende dalla viscosità del-
la miscela (ad esempio è inversamente proporzionale ad essa se vale la legge 
di Stokes−Einstein), la quale dipende a sua volta dalla composizione., compli-
cando ulteriormente la descrizione della diffusività. 
In definitiva è sempre opportuno fare affidamento su dati sperimentali ove 
disponibili (ad esempio in Figura 11 il coefficiente di diffusività per il sistema 
acqua−etanolo). 
Nell'ambito delle simulazioni CFD di solito si trascura la dipendenza della 











Figura 11: Isoterme del coefficiente di diffusività binario per il sistema ac-
qua-etanolo come funzione della composizione: (1) 25°C; (2) 35°C; (3) 45°C; 




2.2 Simulazioni con viscosità variabile 
 
Come è stato evidenziato portando l'esempio del sistema acqua−etanolo, la vi-
scosità di una miscela binaria può presentare una forte dipendenza dalla 
composizione, e rappresentare quindi un elemento impossibile da ignorare 
nello studio di un problema di miscelazione microfluidica. 
È stato condotto da Orsi et al. [12] uno studio CFD sulla miscelazione di una 
corrente d'acqua e una corrente di etanolo in un T−micromixer implementan-
do i dati di densità e viscosità della miscela mostrati in Figura 9 e Figura 10, 
























    
 
 
   
   
dove    e       sono coefficienti che permetto di approssimare correttamente 
i dati. 
I risultati della simulazione mostrano che l'innesco del regime di engulfment 
non avviene intorno a        , come mostrato nello stesso studio con la mi-
scelazione di due correnti d'acqua e confermato precedentemente in letteratu-




Figura 12: Isomappe della viscosità sulla sezione trasversale di uscita del T−micromixer: (a) 
Re=0.1; (b) Re=1; (c) Re=10; (d) Re=100; (e) Re=200; (f) Re=230; (g) Re=300. [22] 
 
Questa discrepanza tra i valori del numero di Reynolds a cui si instaura il re-
gime di engulfment tra il sistema acqua−acqua e il sistema acqua−etanolo è 
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da attribuire presumibilmente alla dipendenza fortemente non lineare della 
viscosità dalla composizione nel sistema acqua−etanolo, con l'aumento rapido 
della stessa per concentrazioni intermedie (Figura 10). 
In Figura 12 è mostrata appunto l'evoluzione del regime di flusso all'aumen-
tare del numero di Reynolds per il sistema acqua−etanolo, attraverso le iso-
mappe della viscosità nella sezione trasversale di uscita del canale del 
T−micromixer. Le zone di colore rosso sono quelle con la viscosità massima 
che corrisponde circa a       . Si vede che nel passaggio da        a 
      lo spessore del fronte di miscelazione diminuisce (un fenomeno evi-
denziato anche sperimentalmente in [15]); quindi all'aumentare di    il fronte 
di miscelazione inizia a distorcersi, fino a che a        si instaura l'engul-
fment flow. Si può concludere quindi la formazione dei vortici è ostacolata 
dall'aumento improvviso di viscosità che si verifica quando le due specie chi-
miche entrano in contatto, ritardando quindi l'innesco dell'engulfment. 
Dato che l'engulfment favorisce la miscelazione, ciò si riflette nell'andamento 
del grado di miscelazione    con il numero di Reynolds nei due casi ac-
qua−acqua e acqua−etanolo (Figura 13): se per bassi numeri di Reynolds esso 
è maggiore nel sistema acqua−etanolo a causa del maggiore tempo di residen-
za dovuto a una velocità più bassa della miscela, l'anticipazione dell'engul-
fment fa sì che ad alti numeri di Reynolds il sistema acqua−acqua raggiunga 




Figura 13: Grado di miscelazione all'uscita del T−micromixer in funzione del numero di Re-
ynolds per i sistemi acqua−acqua e acqua−etanolo. [22] 
 
Allo scopo di investigare più approfonditamente il fenomeno questo studio è 
stato ripetuto da Galletti et al. [11], sostituendo al sistema acqua−etanolo i 
due fluidi fittizi A e B, i quali hanno la stessa densità    e la stessa viscosità 
  , ma presentano una fluidità di eccesso secondo la seguente espressione: 
                          
dove il parametro   esprime il rapporto tra          e   . 
In questo modo si eliminano gli effetti dovuti alla densità variabile e all'a-
simmetria tra le proprietà dei due fluidi A e B puri, e si focalizza l'attenzione 
sull'effetto della fluidità d'eccesso sul flusso al variare del parametro  . 
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In particolare sono state condotte simulazioni con    , cioè con viscosità u-
niforme, allo scopo di validare il modello CFD, e successivamente con     e 
     , cioè nel caso in cui la fluidità d'eccesso sia rispettivamente negativa e 
positiva (entrambi i casi sono riscontrabili in sistemi reali, come ad esempio il 
sistema acqua−etanolo e il sistema ottan-2-olo−n-tetradecano). 
In tutti i casi è stato preso un numero di Schmidt pari a       , cioè una 
diffusività molecolare molto minore della viscosità cinematica, in modo da po-
ter attribuire le variazioni nel grado di miscelazione tra i vari casi principal-
mente al trasporto di materia convettivo, che è prodotto dal campo di moto e 
quindi influenzato dal termine proporzionale a 
  
  
 all'interno della Na-
vier−Stokes. Ciò permette di mettere in evidenza nella migliore maniera pos-
sibile l'influenza di tale termine sul miscelamento, senza che l'effetto sia 
smorzato dalla diffusione. 
La legittimità di considerare il trasporto di materia passivo per        è 
confermata da una serie di prove svolte a numeri di Schmidt crescenti nel ca-
so    , in cui si vede che oltre        il grado di miscelazione all'uscita del 
canale tende a un asintoto e quindi non è più influenzato dall'entità della dif-




Figura 14: Effetto della diffusività sul grado di miscelazione all'uscita di un T−micromixer 
per un sistema A−B con viscosità uniforme. [11] 
 
I risultati ottenuti dalle prove vengono esposti di seguito. 
Nel caso in cui     (viscosità della miscela maggiore di quella dei compo-
nenti puri) è confermato che il regime di engulfment si innesca per numeri di 
Reynolds maggiori rispetto al valore atteso         riscontrato quando    . 
Tuttavia, come appare evidente dalla Figura 15, la transizione tra il regime a 
doppi vortici simmetrici rispetto al piano di mezzeria parallelo al flusso prin-
cipale e il regime di engulfment vero e proprio avviene in maniera continua 
all'aumentare di   ; in altre parole non è più presente un numero di Reynolds 
critico che segnala la rottura della simmetria. Il grado di miscelazione segue 
lo stesso andamento e aumenta gradualmente al crescere di   : in particolare 
la miscelazione inizia a         e per             è maggiore rispetto al 
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caso base     (Figura 19). Questo è attribuito alla generazione di flussi con-
vettivi indotti da 
  
  
, i quali non sono presenti nel caso base. D'altra parte sul 
fronte di miscelazione dove    , si ha la viscosità massima (tre volte supe-
riore a quella del caso base), questo porta alla formazione di una sorta di in-
terfaccia viscosa (la zona verde in Figura 16) che ostacola la miscelazione nel 
regime di engulfment, col risultato che in tale regime il grado di miscelazione 
è minore rispetto al caso base (Figura 19). Questo fenomeno è lo stesso che si 
presenta con il sistema acqua−etanolo [12] [13] [15]. 
 
Figura 15: Mappe vettoriali della velocità su una sezione trasversale (y=1.5d) del canale del 
T−micromixer per α=3 a Reynolds crescenti: (a) Re=112; (b) Re=125; (c) Re=137; (d) Re=150; 





Figura 16: Isomappe della concentrazione su una sezione trasversale (y=1.5d) del canale del 
T−micromixer per α=3 a Reynolds crescenti: (a) Re=112; (b) Re=125; (c) Re=137; (d) Re=150; 
(e) Re=160; (f) Re=175. (Galletti et al. 2015) 
 
Nel caso in cui       (viscosità della miscela minore di quella dei componen-
ti puri) la transizione al regime di engulfment è nuovamente repentina ed av-
viene ad un Reyolds critico         minore di quello del caso base    , co-
me mostrato in Figura 17. Inoltre il flusso diventa instabile quando si supera 
       , ovvero molto prima rispetto al valore         riportato in [4] nel 
caso di un sintema acqua−acqua. 
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Il grado di miscelazione inizia ad aumentare in corrispondenza dell'innesco 
dell'engulfment ed è molto più elevato rispetto ai casi     e     (Figura 18 
e Figura 19). 
 
Figura 17: Mappe vettoriali della velocità su una sezione trasversale (y=1.5d) del canale del 
T−micromixer per α=1/3 a Reynolds crescenti: (a) Re=112; (b) Re=118; (c) Re=125; (d) Re=137; 
(e) Re=150; (f) Re=160. [11] 
 
Considerati i presupposti di tali simulazioni (densità costante, viscosità dei 
componenti puri A e B uguale, diffusione trascurabile) è possibile concludere 
che tutte le deviazioni nei campo di moto e di concentrazione rispetto al caso 








Figura 18: Isomappe della concentrazione su una sezione trasversale (y=1.5d) del canale del 
T−micromixer per α=1/3 a Reynolds crescenti: (a) Re=112; (b) Re=118; (c) Re=125; (d) Re=137; 
(e) Re=150; (f) Re=160. [11] 
 
Figura 19: Grado di miscelazione all'uscita del T−micromixer in funzione del numero di Re-
ynolds per i α=3, α=1 e α=1/3. [11] 
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È da notare che, data l'espressione scelta per la viscosità, la sua derivata si 
annulla quando      , ovvero in corrispondenza del fronte di miscelazione: 
  
  
                   
Questo significa che sul fronte di miscelazione dove, il gradiente di concentra-





                    
  
  




 assume un valore assoluto elevato laddove il gradiente    è mi-
nimo, ovvero nel bulk delle porzioni di flusso segregate dove     o    . 
Questo suggerisce che nei casi in cui l'espressione di      è asimmetrica i fe-
nomeni convettivi indotti dalla viscosità variabile sono probabilmente ancora 
più accentuati, offrendo uno spunto per studi futuri su questo argomento. 
 
2.2.1 Il problema della microscala di concentrazione 
 
Tutte le simulazioni illustrate sino ad ora sono state condotte utilizzando un 
codice CFD ai volumi finiti che risolve l'equazione di conservazione della 
quantità di moto e l'equazione di trasporto della specie chimica sulla stessa 
griglia. La dimensione dell'elemento della griglia viene scelta in base alla va-
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lidazione del campo di moto senza trasporto di specie chimica: in pratica rap-
presenta la scala più piccola      di variazione della velocità. 
Tuttavia è stato già mostrato (Capitolo 1.2) che quando è presente il trasporto 
diffusivo di una specie chimica la microscala della concentrazione è più picco-
la di quella della velocità ed è, in linea teorica, in relazione con essa tramite il 
numero di Schmidt secondo la relazione di Batchelor: 
       
    
   
  
Questo significa che una simulazione con risoluzione      in teoria non è in 
grado di calcolare le microstrutture del campo di concentrazione, per le quali 
sarebbe necessaria una risoluzione     volte più fitta. 
Essendo il numero di Schmidt nei liquidi normalmente maggiore di     ci si 
aspetta che l'utilizzo di griglie con risoluzione      porti a una stima più o me-
no errata di tutte le grandezze derivate dal campo di concentrazione, come il 
grado di miscelazione, dando per scontato che la microstruttura del campo di 
concentrazione si ripercuota sulla macrostruttura e quindi anche sulle varia-
bili da essa ricavate per media. D'altra parte i risultati delle simulazioni sono 
in realtà in buon accordo con i dati sperimentali ottenuti in condizioni analo-
ghe (si veda ad esempio la Figura 5 nel Capitolo 1). Ciò indica che verosimil-
mente, quando il numero di Schmidt è elevato e dunque il meccanismo di tra-
sporto della specie chimica dominante è la convezione, la struttura del campo 
di concentrazione alla scala integrale è indifferente alla configurazione delle 
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microscale       (come è già stato evidenziato nella Figura 14). Presumibil-
mente quanto più sono rilevanti i fenomeni di trasporto di materia convettivo, 
come ad esempio i flussi secondari presenti nel regime di engulfment o quelli 
indotti dalla variazione della viscosità della miscela, tanto più si può conside-
rare trascurabile la distribuzione delle microscale      . 
Le simulazioni illustrate nei capitoli seguenti si propongono di indagare la ri-
levanza della microscala       a un livello fondamentale quando un campo di 
moto bidimensionale e unidirezionale è distorto dalla variazione della viscosi-







Miscelazione di due fluidi A e B con viscosità 
lineare nella composizione, all'interno di un 
flusso parabolico 2D in un canale rettangolare 
 
Vengono ora illustrati e discussi i dati di due serie di simulazioni stazionarie 
relative al trasporto di materia in un canale rettangolare bidimensionale, in-
dagando l'effetto della viscosità dipendente dalla composizione. 
Tutte le simulazioni sono ai volumi finiti, condotte utilizzando il pacchetto 
fluidodinamico Fluent all'interno di Ansys 14.5, mentre le griglie sono co-
struite col software ICEM incluso anch'esso in Ansys 14.5. Le equazioni di 
trasporto sono discretizzate con uno schema upwind del secondo ordine, men-
tre l’accoppiamento tra campo di pressione e di moto è effettuato attraverso 
l’algoritmo SIMPLE. La convergenza è stata ottenuta in ogni caso in seguito 
alla stabilizzazione dei residui di iterazione normalizzati al di sotto di 




3.1 Pianificazione delle prove 
 
L'indipendenza dei risultati dalla risoluzione della griglia (o la loro eventuale 
dipendenza) rappresenta un punto cruciale, in uno studio che come questo si 
prefigge di indagare il peso delle microscale sul calcolo del campo di concen-
trazione a livello integrale. La dimensione dell'elemento di griglia rappresen-
ta naturalmente la risoluzione massima alla quale è possibile cogliere le va-
riazioni delle variabili trasportate, ed è noto che le variazioni di concentrazio-
ne avvengono su scala più piccola rispetto a quelle di velocità a causa della 
diffusione. 
La configurazione concettuale delle simulazioni è perciò la seguente: 
 viene dapprima effettuata la validazione della griglia sul dominio calco-
lando un campo di moto in assenza di trasporto di materia. Questo me-
todo è chiarito in dettaglio nelle Appendici. La dimensione dell'elemen-
to di griglia restituita dalla validazione viene identificata come micro-
scala della velocità     ; 
 viene costruita una griglia con risoluzione                 (la micro-
scala di Batchelor), che è in grado teoricamente di risolvere completa-




 si effettuano simulazioni con trasporto di materia a viscosità variabile 
e a viscosità costante su più griglie con risoluzione compresa tra       e 
    . Si confrontano i risultati (tramite estrapolazione di Richardson) 
con il campo di concentrazione e di velocità di riferimento che sono 
quelli calcolati a      . 
Per simulare il trasporto di materia si introduce una coppia di fluidi fittizi A e 
B, le cui proprietà sono mostrate in Tabella 1. 
Tabella 1: Proprietà dei fluidi fittizi A e B 
 
Come si vede dalla Tabella 1 i due fluidi hanno la stessa densità per elimina-
re dalle simulazioni l'effetto del moto non solenoidale e focalizzare lo studio 
sull'effetto della variazione di viscosità. La diffusività è un ordine di grandez-
za più elevata di quella tipica delle soluzioni acquose: tale valore è stato scelto 
in modo che il numero di Schmidt calcolato per il fluido A sia        . Que-
sto valore produce numeri di Péclet elevati, in modo da poter considerare rile-
vante il trasporto convettivo di materia, ma è sufficientemente basso da gene-
rare una scala       solo dieci volte più piccola di     . Questo compromesso si 
è rivelato necessario perché la scelta di numeri di Schmidt più alti (e più ve-
rosimili nella rappresentazione del trasporto di materia nei liquidi) avrebbe 
comportato un costo computazionale inaccettabile per il codice CFD. 
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Per le simulazioni a viscosità costante la viscosità di entrambi i fluidi viene 
stabilita pari al valore           . Per le simulazioni a viscosità variabile si 
adopera una relazione lineare con la composizione: 
                  
dove   è la frazione massica del fluido B (che è lo scalare trasportato dall'e-
quazione di conservazione delle specie chimiche all'interno del codice CFD). 




in tutto il dominio: 
  
  
            
In questo modo l'equazione di Navier−Stokes diventa: 
                                 
      
dove la distribuzione all'interno del dominio del termine sorgente introdotto 
dalla variazione di viscosità dipende quindi strettamente dall'interazione lo-
cale tra campo di moto e campo di concentrazione, rappresentata da     
      1, mentre l'ampiezza del termine stesso è regolata dal parametro 
        (il quale è fisso nella presente serie di simulazioni, ma suggerisce 
l'opportunità di effettuare studi parametrici su di esso a parità delle altre 
condizioni). La dipendenza della viscosità dalla composizione è implementata 
                                            
 
1 In particolare dipende dall'interazione tra le microscale       e     , in quanto il termine è 
letteralmente il prodotto tra i gradienti. 
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nel codice CFD tramite una UDF (User Defined Function), riportata nelle Ap-
pendici. 
 
3.2 Modello numerico 
 
La prima serie di simulazioni si basa su un flusso parabolico con      in in-
gresso al canale rettangolare. Il fluido in ingresso è composto unicamente di A 
(   ), mentre le pareti del canale agiscono da termine sorgente per la specie 
B: su di esse infatti è imposta la condizione al contorno    . La scelta di 
questa configurazione è dovuta al fatto che in assenza di viscosità variabile il 
campo di moto è monodirezionale e identico in tutto il dominio; l'unico fattore 
responsabile della convezione secondaria in direzione y è quindi il termine 
della viscosità variabile nella Navier−Stokes. 
Dato che la geometria del problema è simmetrica rispetto all'asse del canale, 
è sufficiente simulare solo metà dominio imponendo sull'asse una condizione 
al contorno di simmetria (come mostrato in Figura 20). 
 
Figura 20: Rappresentazione del dominio. 
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Tabella 2: Condizioni al contorno. 
 
Nella Tabella 2 vengono riepilogate le condizioni al contorno. 
Il profilo parabolico di velocità in ingresso è implementato tramite la UDF ri-
portata nelle Appendici. In esso       è la semiampiezza del canale; 
                è il gradiente di pressione che genera un profilo parabo-
lico con velocità media            , tale che                   
La condizione su   all'uscita viene fornita come valore di inizializzazione ma 
non è vincolante per il calcolo del campo di concentrazione. 
Si riporta quindi l'elenco delle griglie create per la simulazione: 
Tabella 3: Griglie utilizzate per le simulazioni. 
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La griglia G3 è la griglia base per il calcolo del campo di moto, essendo il valo-
re           quello restituito dalla validazione sul dominio effettuata con un 
flusso a pistone in ingresso che si sviluppa lungo la direzione x diventando 
parabolico (Appendici). La griglia G5 è costruita sull'elemento di dimensione 
                , ed è presa come riferimento contro cui confrontare le solu-
zioni delle griglie più lasche. È pur vero che il numero di Schmidt della misce-
la cresce fino a un ordine di grandezza in più rispetto a    , tuttavia tenerne 
conto avrebbe comportato un carico computazionale insostenibile per la po-
tenza di calcolo a disposizione; questa è un deficienza da rammentare nell'ot-
tica di un eventuale ampliamento del presente studio col supporto di macchi-
ne con potenza superiore. La griglia G4 è usata ai fini dell'estrapolazione di 
Richardson dell'errore di G3 e di G5. La griglia G2 è usata solo ai fini della 
validazione del modello; non è usata nelle simulazioni del trasporto di mate-
ria. Infine vengono riportati i risultati anche sulla griglia grossolana G1, allo 
scopo di evidenziare le eventuali differenze nell'andamento dell'errore rispetto 
alla griglia G5 tra il caso con viscosità variabile e il caso con viscosità costan-
te. 
Come specificato nella Tabella 3, con l'aumentare della risoluzione della gri-
glia è stata man mano accorciata la lunghezza del dominio. Questo compro-
messo si è reso necessario al solito per limitare il numero di celle e mantenere 
tempi di simulazione accettabili. L'inconveniente in questo caso è dato dal fat-
to che la lunghezza del dominio corrispondente alla griglia G5 non è sufficien-
te a completare la miscelazione tra le due specie (in pratica risulta        ) 
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e quindi il campo di concentrazione per     risulta non uniforme lungo y, e 
ancora dipendente da x. Questo implica che la condizione al contorno posta su 
    come valore di inizializzazione può in realtà influenzare la soluzione del 
campo di concentrazione (e anche del campo di moto nel caso di viscosità va-
riabile) a monte dell'uscita, fino a una certa distanza x impossibile da deter-
minare in assenza di confronto con simulazioni analoghe condotte su un do-
minio più lungo. Per questo motivo le comparazioni tra i risultati offerti dalle 
varie griglie si effettuano a una distanza massima dall'ingresso di      , 




Nelle figure seguenti sono riportati i risultati inerenti il campo di moto. La 
Figura 21 mostra il campo di moto calcolato sulle tre griglie G1, G3 e G5 nel 
caso di viscosità variabile (viene visualizzato l'ingresso del canale). La Figura 
22 mostra il campo di moto parabolico che si ottiene in caso di viscosità co-
stante: esso rimane identico alla condizione sulla velocità imposta all'ingres-
so, poiché l'equazione di trasporto delle specie non influenza il campo di moto. 
Dal confronto tra la Figura 21 e la Figura 22 è immediato quindi stabilire che 
la distribuzione di viscosità all'interno del dominio modifica il campo di moto 
distorcendo la componente x della velocità (e aumentando il suo valore mas-




Figura 21: Simulazione con viscosità variabile; confronto delle componenti della velocità 
lungo x (a sinistra) e lungo y (a destra) tra le tre griglie G1 (       ), G3 (      ) e G5 
(       ). Le figure mostrano la parte iniziale del semicanale (             ), dove le 
due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e         . 
 
 
Figura 22: Simulazione con viscosità costante; componente della velocità lungo x rappresen-
tata sulla griglia G5 (       ). La figura mostra la parte iniziale del semicanale (        
     ), dove le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e   
      . 
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direzione principale tramite la comparsa della componente y della velocità, 
che nel suo punto di massimo raggiunge un valore circa un ordine di grandez-
za inferiore rispetto al valore massimo della componente x. 
Un'idea più precisa dell'influenza del termine della Navier−Stokes dipenden-
te dalla viscosità variabile sul campo di moto è data dalla Figura 23 e dalla 
Figura 24, le quali mettono a confronto per varie sezioni trasversali del canale 
i profili di velocità lungo x e lungo y in presenza e assenza di viscosità variabi-
le, calcolati sulla griglia G5. 
 
Figura 23: Componente x della velocità su diverse sezioni trasversali: viscosità costante (li-





Figura 24: Componente y della velocità su diverse sezioni trasversali: viscosità costante (li-
nea continua) e viscosità variabile (linee tratteggiate). 
 
Dai grafici si vede che il campo di moto viene distorto rispetto al profilo para-
bolico in ingresso (coincidente col campo di moto nell'intero dominio nel caso a 
viscosità costante) entro una distanza pari a           dall'ingresso del ca-
nale, cioè circa     . In questa zona il flusso viene decelerato in prossimità 
delle pareti e accelerato al centro del canale, mentre la velocità in direzione y 
ha un picco a metà strada tra le pareti e la mezzeria (     ). 
Oltre la distanza           la velocità trasversale y, dopo aver subito un'in-
versione, tende a estinguersi e il campo di moto ad assestarsi su un nuovo 
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profilo parabolico, dato dalla nuova viscosità della miscela rispetto all'ingres-
so, pur se la composizione non è ancora uniforme. 
In Figura 25 è riportato infatti l'andamento dei profili di composizione per se-
zioni trasversali successive in presenza e assenza di viscosità variabile. Il va-
lore cui tende la composizione per      è    , a causa della condizione al 
contorno che rende le pareti sorgente per la specie B e sink per la specie A 
(come se alla parete avvenisse la reazione superficiale istantanea irreversibile 
   ). Questo valore uniforme non viene raggiunto prima di         , ov-
vero per        coerentemente con quanto affermato nel Capitolo 1, pertan-
to è pienamente riscontrabile all'interno del dominio simulato soltanto nella 
griglia grossolana G1 e non in quelle più fini, nelle quali il dominio finisce 
quindi prima che la composizione raggiunga un valore uniforme. 
La caratteristica che emerge dalla Figura 25, così come dalla Figura 26 che 
mostra il campo di concentrazione all'ingresso del canale calcolato sulle tre 
griglie G1, G3 e G5, è che per          il caso con viscosità variabile mostra 
una penetrazione della specie B dalle pareti verso l'interno del flusso maggio-
re rispetto al caso con viscosità costante, mentre la situazione si inverte per 
        , e quindi in definitiva la miscelazione risulta sfavorita introdu-
cendo la variazione di viscosità pur venendo incentivata nel tratto iniziale. 
L'aumento della distanza di miscelazione   è direttamente spiegato dalla re-
lazione       : infatti all'aumentare di x e quindi del grado di miscelazione 




Figura 25: Frazione massica della specie B su diverse sezioni trasversali: viscosità costante 
(linea continua) e viscosità variabile (linee tratteggiate). 
 
e il riassestamento del profilo di    su un valore massimo più alto dell'ingres-
so (Figura 23), col conseguente aumento del numero di Péclet al centro del 
canale, che è la zona dove la miscelazione si completa per ultima. Invece nel 
tratto iniziale la presenza della viscosità variabile induce come visto in prece-
denza un flusso secondario lungo y, che favorisce la miscelazione rispetto al 




Figura 26: Confronto delle campo di composizione ( ) tra le tre griglie G1 (       ), G3 
(      ) e G5 (       ) e in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosi-
tà costante (immagini a destra). Le figure mostrano la parte iniziale del semicanale (      
       ), dove le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         
e         . 
 
Il termine di trasporto di materia convettivo lungo y è messo in evidenza dai 
valori maggiori dell'unità del numero di Péclet trasversale nella zona vicina 
all'ingresso (Figura 27). La distribuzione del numero di Péclet trasversale è 
proporzionale a quella di   , mentre la distribuzione del numero di Reynolds 
trasversale è lievemente distorta rispetto ad essa dalla viscosità variabile: 
    
      
    
          






Figura 27: Distribuzione dei numeri di Péclet e Reynolds trasversali nella parte iniziale del 
semicanale (                             ), in presenza di viscosità variabile. 
 
In definitiva l'introduzione della relazione lineare di viscosità      induce 
mediante il termine proporzionale a 
  
  
 all'interno della Navier−Stokes un 
flusso secondario lungo y, che favorisce la miscelazione delle specie nel tratto 
iniziale del flusso. Tuttavia tale velocità secondaria decade molto velocemente 
nella direzione principale del flusso, verosimilmente a causa della diminuzio-
ne progressiva del gradiente   , il quale assume valori molto alti solo nei 
71 
 
pressi dell'ingresso quando le due specie sono estremamente segregate 
(Figura 25). Questa tendenza è meglio illustrata nella Figura 28, la quale mo-
stra l'andamento lungo x del valore assoluto massimo del gradiente trasversa-
le di concentrazione 
  
  
, affiancato all'andamento lungo x del picco (positivo o 
negativo) della componente y della velocità sulla semisezione trasversale 
             . 
 
 
Figura 28: Andamento lungo x del valore assoluto massimo del gradiente trasversale di con-
centrazione (figura superiore) e del picco della componente y della velocità sulla semisezio-
ne trasversale               (figura inferiore) nel caso con viscosità variabile. 
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La relazione tra le due grandezze somiglia alla risposta all'impulso di un si-
stema dinamico di ordine maggiore di uno: questa analogia con la teoria dei 
sistemi dinamici si può enunciare paragonando la condizione     alle pareti 
che inizia a     ad un ingresso a impulso (il gradiente   , che parte da infi-
nito in corrispondenza della discontinuità di   ad    , si estingue immedia-
tamente come mostrato nel grafico superiore della Figura 28), mentre il si-
stema dinamico è rappresentato dalle due equazioni di trasporto (di cui la 
Navier−Stokes è un'equazione non lineare del secondo ordine), dove il tempo è 
equivalente alla coordinata x, lungo la quale si sviluppa il flusso principale, 
diviso la velocità media in direzione x. 
Si noti nel secondo grafico della Figura 28 la discontinuità per           
     , dove il picco della velocità lungo y passa da valori positivi a valori ne-
gativi, in corrispondenza di una zona di transizione (Figura 29) tra il tratto 
iniziale dove la velocità lungo y è diretta verso l'interno del canale e il tratto 
successivo dove la velocità lungo y prima di estinguersi cambia segno e si o-
rienta verso le pareti: in questa zona di transizione la velocità lungo y cambia 
segno più volte nella sezione trasversale ed è orientata verso le pareti vicino 




Figura 29: Componente y della velocità su sezioni trasversali successive nel caso con viscosi-
tà variabile. 
 
Il gradiente    è inoltre accoppiato al gradiente di velocità all'interno del 
termine proporzionale a 
  
  
 introdotto nella Navier−Stokes dalla viscosità va-
riabile: entrambi i gradienti sono massimi alla parete, tuttavia nel caso in e-
same la presenza di un fluido più viscoso alla parete rallenta il flusso in que-
sta zona e diminuisce il termine     rispetto al caso con viscosità costante, 
come evidente dalla Figura 23. La velocità in direzione y parte sempre con 
gradiente nullo alla parete (Figura 24). Ciò suggerisce la possibilità di ripete-
re lo studio presentato in questo capitolo invertendo le condizioni sulle specie 
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chimiche: introducendo cioè quella più viscosa dall'ingresso e quella meno vi-
scosa sulle pareti in modo da aumentare il termine     rispetto al caso con vi-
scosità costante, per poi confrontare con la configurazione attuale la distanza 
entro cui si estingue la velocità secondaria lungo y. 
Per quanto riguarda il confronto tra i risultati ottenuti tra le diverse griglie, 
la Figura 21 e la Figura 26 sembrano indicare che la griglia G3 è sufficiente a 
calcolare sia il campo di moto che il campo di concentrazione con accuratezza 
adeguata. Si osservi anche la Tabella 4, dove è riportato l'errore sui valori 
massimi delle due componenti di velocità nel caso con viscosità variabile, cal-
colati sulle griglie G1 e G3 rispetto alla griglia G5: l'errore della griglia G3 
non va oltre il 2%. 
Tabella 4: Valori massimi nel dominio delle componenti di velocità calcolati sulle griglie G5, 
G3, G1 nel caso con viscosità variabile. 
 
Un ulteriore confronto è proposto nella Figura 30 e nella Figura 31, dove ven-
gono mostrate per le griglie G1, G3 e G5 le isolinee rispettivamente con 
     e      , sia nel caso con viscosità variabile che in quello con viscosità 
costante. La posizione delle isolinee con      è in entrambi i casi pratica-
mente coincidente sulle griglie G3 e G5, indicando che il campo di moto è 
          
                                                         
            
        
      
        
      
     
        
      
     
            
        
      
        
      
     
        
      




Figura 30: Isolinea per      sulle griglie G1, G3 e G5 (e confronto sovrapposto tra le tre 
griglie) in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosità costante (immagi-
ni a destra). Le figure mostrano la parte iniziale del semicanale (             ), dove le 
due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e         . 
 
predetto correttamente dalla griglia G3 sia nel caso con viscosità variabile che 
in quello con viscosità costante, mentre la posizione della isolinea sulla griglia 
G1 indica che essa non è in grado di risolvere adeguatamente la configurazio-




Figura 31: Isolinea per       sulle griglie G1, G3 e G5 (e confronto sovrapposto tra le tre 
griglie) in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosità costante (immagi-
ni a destra). Le figure mostrano la parte iniziale del semicanale (             ), dove le 
due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e         . 
 
viscosità nel caso con viscosità variabile, e in aggiunta presenta un offset si-
gnificativo anche lontano dall'ingresso rispetto alla posizione rilevata dalle 
griglie più fini sia nel caso con viscosità variabile che in quello con viscosità 
costante (quest'ultimo dovuto a imprecisione puramente numerica, visto che 
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nel caso con viscosità costante il campo di moto è uniforme in tutto il dominio 
e uguale a quello in ingresso). Analoghe considerazioni sono applicabili alla 
posizione delle isolinee con      : tuttavia si vede che, sia nel caso con vi-
scosità variabile che in quello con viscosità costante, la griglia G3 non predice 
correttamente il campo di concentrazione nelle immediate vicinanze del punto 
         , dove è presente la discontinuità sulla condizione al contorno di 
concentrazione; nonostante ciò subito a valle di questa ristretta zona il risul-
tato della griglia G3 va a collassare su quello della griglia G5. La griglia G1, 
così come avviene per l'isolinea con     , non è in grado di risolvere il cam-
po di concentrazione vicino all'ingresso e presenta un offset significativo lon-
tano dall'ingresso rispetto alla posizione dell'isolinea rilevata dalle griglie più 
fini; tuttavia in questo caso è più evidente che tale offset è maggiore nel caso 
con viscosità costante che in quello con viscosità variabile. 
Tali valutazioni lasciano intendere che la griglia G3, ovvero quella con risolu-
zione     , sia sufficiente in ogni caso per calcolare adeguatamente il campo di 
moto, coerentemente con la validazione precedentemente effettuata e riporta-
ta nelle Appendici. Per quanto riguarda il campo di concentrazione si fanno 
tre osservazioni: 
 il punto             (insieme al suo simmetrico             
  ) presenta una discontinuità sul valore di  : in esso infatti si incon-
trano le condizioni al contorno dell'ingresso (   ) e della parete 
(   ); in altre parole qui il gradiente    è teoricamente infinito (men-
tre il codice CFD per eliminare l'irregolarità matematica impone in 
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questo punto il valore      ). Pertanto la soluzione esatta resta inde-
finita nel punto  . L'effetto matematico sulle equazioni discretizzate è 
naturalmente quello di impedire la convergenza di una soluzione ai vo-
lumi finiti in un intorno del punto in esame: se la dimensione di tale in-
torno è vista come la microscala locale del campo di concentrazione, al-
lora evidentemente non esiste un limite inferiore per tale microscala. 
Per questo motivo la griglia G3 non può essere sufficiente a risolvere 
accuratamente il campo di concentrazione in un intorno di  , come si 
vede dalla Figura 31. 
 Il punto   appartiene alla parete, per cui ivi la velocità è nulla: questo 
significa che localmente il trasporto di materia è solo diffusivo e non c'è 
reale differenza tra il caso con viscosità costante e quello con viscosità 
variabile, come si nota dallo scostamento delle isolinee relative a G3 e 
G5 in Figura 31 nell'intorno di  , che è simile nei due casi. 
 Il trasporto di materia diffusivo è massimo nel punto  , poiché la di-
scontinuità su   produce in questo punto il gradiente    massimo. Per 
questo motivo la discontinuità viene smorzata molto rapidamente dalla 
diffusione e il fenomeno dell'assenza di un limite inferiore alla micro-
scala di concentrazione si estingue per valori molto piccoli della coordi-
nata x: in pratica per        la grigia G3 è già in grado di calcolare ac-
curatamente il campo di concentrazione, come evidente dalla Figura 
31. Questo significa che nella configurazione scelta per il presente e-
sperimento, sebbene la diffusività molecolare sia diversi ordini di gran-
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dezza più piccola della viscosità cinematica in tutto il dominio, l'ap-
prossimarsi allo zero del  numero di Péclet locale intorno al punto  , sia 
nel caso con viscosità variabile che in quello con viscosità costante, fa in 
modo che la diffusione molecolare sia responsabile di una forte miscela-
zione iniziale tra le due specie in uno spazio         estremamente ri-
stretto; dai risultati ottenuti con la griglia G3 sembra che la struttura 
del campo di concentrazione per     (risolta da G5 ma non da G3) sia 
ininfluente sul campo stesso per    , il che eliminerebbe la necessità 
della griglia più fine. 
In relazione all'ultimo punto si confronta ora il campo di concentrazione otte-
nuto dalla simulazione con viscosità costante con la soluzione analitica del 
problema dello strato limite massico che si forma su una lastra piana con 
campo di moto lineare in y,      e     . A differenza della simulazione, 
tale problema implica un dominio semi−infinito; tuttavia i due casi coincidono 
nel limite di    . Difatti, nel caso del canale chiuso con campo di moto pa-
rabolico in y, vicino alla parete il sistema non risente dell'effetto della parete 
opposta, e il campo di moto è linearizzabile: 




Trascurando la diffusione in direzione x a causa della presenza dello strato 








   
   
  
               
               
            
Combinando le variabili indipendenti nella variabile unica  : 
  
 
         




le condizioni al contorno diventano due e il problema si può riformulare in 
una equazione ordinaria del secondo ordine: 
   
   
    
  
  
    
         
        
La soluzione analitica è (pag. 225 di [31], pag. 635 di [32]): 
       
 
      
    
 




La variabile   e quindi la soluzione restano anche in questo caso indetermina-




Figura 32: Confronto del campo di concentrazione calcolato dal codice CFD nel caso con vi-
scosità costante con la soluzione analitica al problema dello strato limite massico su lastra 
piana e dominio semi−infinito. 
 
 
Figura 33: Confronto delle isolinee di concentrazione calcolate dal codice CFD nel caso con 
viscosità costante (linee continue) con la soluzione analitica al problema dello strato limite 
massico su lastra piana e dominio semi−infinito (quadrati). 
 
Come si vede dalla Figura 32 e dalla Figura 33, il campo di concentrazione 
simulato con la griglia G5 nel caso con viscosità costante ha vicino alla parete 
lo stesso andamento del problema dello strato limite massico su lastra piana. 
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Allontanandosi dalla parete le due soluzioni si discostano; in particolare il ca-
so del canale chiuso deve rispettare la condizione di simmetria per    , per 
cui qui le isolinee di concentrazione hanno la derivata lungo y nulla. 
Ciò che è interessante rilevare è che, nonostante l'identità delle due soluzioni 
nel limite        , il loro esito nell'intorno del punto   è differente: il gra-
diente     viene smorzato molto più rapidamente nel caso del canale chiuso e 
la miscelazione in direzione y è più avanzata per valori molto minori di x 
(Figura 34 e Figura 35). 
 
 
Figura 34: Confronto in un intorno del punto             del campo di concentrazione 
calcolato dal codice CFD nel caso con viscosità costante con la soluzione analitica al pro-




Figura 35: Confronto dei profili della frazione massica della specie B su diverse sezioni tra-
sversali tra la soluzione calcolata dal codice CFD nel caso con viscosità costante (linee con-
tinue) e la soluzione analitica al problema dello strato limite massico su lastra piana e do-
minio semi−infinito (linea tratteggiate). 
 
La bontà della griglia G3 per la simulazione della configurazione in esame è 
corroborata dall'analisi dell'errore medio rispetto alla griglia G5 delle isolinee 
presentate nella Figura 30 e nella Figura 31. Indicando con       ciascuna i-
solinea, sono stati calcolati i seguenti indici di errore: 




    
        
     
   
    








    
        
     
   










Il secondo indice, tenendo conto che il campo di concentrazione alla fine del 
canale risulta il dato di interesse principale in un canale di micromixing, as-
segna all'errore puntuale un peso linearmente crescente con la distanza 
dall'ingresso (il fattore 2 serve da normalizzazione rispetto all'errore non pe-
sato). I risultati sono riportati in Tabella 5 e Tabella 6, da cui emergono le se-
guenti considerazioni: 
 Gli indici di errore relativi alla griglia G3 sono sempre inferiori all'1%. 
 Tutti gli indici di errore pesati con la distanza x, salvo quello relativo 
alla griglia grossolana G1 nel caso con viscosità variabile, sono minori 
dei corrispondenti non pesati, a dimostrazione del fatto l'influenza del-
la struttura dei campi di moto e concentrazione vicino all'ingresso si e-
stingue per valori di x crescenti, e dunque viene ridimensionata l'im-
portanza di una simulazione fino alle microscale di Batchelor della zo-
na di ingresso. 
 Gli indici di errore sono minori nel caso con viscosità variabile rispetto 
ai corrispondenti del caso con viscosità costante: evidentemente la pre-
senza del trasporto di massa convettivo in direzione y genera microsca-
le di concentrazione relativamente più grandi rispetto alla scala di Ba-
tchelor. 
 Sia nel caso con viscosità costante che in quello con viscosità variabile 
gli errori nella zona vicina all'ingresso più difficili da eliminare raffi-
nando la griglia sono quelli relativi al campo di concentrazione rispetto 
a quelli relativi al campo di moto; coerentemente con l'esistenza di una 
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disuguaglianza tra le microscale caratteristiche dei due fenomeni di 
trasporto. Tuttavia questo comportamento non sussiste sugli indici di 
errore pesati con la distanza x, cioè sugli errori più lontano dall'ingres-
so. 
Tabella 5: Errori medi rispetto alla griglia G5 sulla posizione delle isolinee con       
 
Tabella 6: Errori medi rispetto alla griglia G5 sulla posizione delle isolinee con        
 
La leggera differenza tra i casi con viscosità costante e viscosità variabile 
suggerisce di ripetere l'analisi su una isolinea di concentrazione che si trova 
più lontano dalla parete, in modo da ricadere nella zona dove nel caso di vi-
scosità variabile sono presenti valori significativi di    (come indicato dalla 
Figura 21), e in cui comunque anche nel caso di viscosità costante la conve-
zione assume un ruolo più marcato a causa dei maggiori valori e della minor 
linearizzabilità di   . 
         
     
                   
                            
                       
                       
         
      
                   
                            
                       




Figura 36: Isolinea per          sulle griglie G1, G3 e G5 (e confronto sovrapposto tra le 
tre griglie) in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosità costante (im-
magini a destra). Le figure mostrano la parte iniziale del semicanale (             ), do-
ve le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e         . 
 
In Figura 36 sono quindi riportate sulle griglie G1, G3 e G5 le isolinee con 
        . 
Ciò che si nota immediatamente è come in questo caso gli errori risultano si-
gnificativamente più grandi rispetto al caso della isolinea con      ; allo 
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stesso tempo il guadagno del passaggio dalla griglia G1 alla griglia G3 è molto 
maggiore. La Tabella 7 riporta gli indici di errore relativi alla Figura 36 calco-
lati come in precedenza. 
Tabella 7: Errori medi rispetto alla griglia G5 sulla posizione delle isolinee con         . 
 
Anche in questo caso la configurazione con viscosità variabile restituisce erro-
ri di poco minori rispetto a quelli con viscosità costante, senza tuttavia evi-
denziare una tendenza di riduzione diversa dal caso della isolinea con      . 
Il valore alto degli indici di errore rispetto al caso della isolinea con       e 
la loro diminuzione repentina nel passaggio dalla griglia G1 alla griglia G3, 
che si ricorda avere la risoluzione     , possono essere causati dal fatto che la 
zona intersecata dalla isolinea con          è quella in cui l'accoppiamen-
to tra le due equazioni di trasporto è più forte, e dunque la generazione delle 
microscale caratteristiche è più interdipendente. Inoltre, come si vede dal con-
fronto tra la Figura 21 e la Figura 26, nel caso con viscosità variabile le zone 
dove si riscontrano i massimi valori dei gradienti    e    sono disgiunte: la 
prima vicino la parete, attraversata grosso modo dalla isolinea con      , e 
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la seconda verso l'interno del canale2, attraversata invece dalla isolinea con 
        . Il fatto che il calcolo della seconda isolinea dipenda maggior-
mente dal grado di raffinazione della griglia può indicare che, con l' accop-
piamento delle equazioni di trasporto, il gradiente di velocità ha un peso più 
rilevante del gradiente di concentrazione nella generazione delle microscale di 
concentrazione. 
Infine è stata effettuata, su cinque sezioni trasversali del canale (  
                          ), l'estrapolazione dell'errore dei risultati forniti dal-
le griglie G3 e G5 mediante il metodo di Richardson [33] [34]. Si noti che sulla 
sezione         , ovvero        , la soluzione sulla griglia G3 non è dispo-
nibile, essendo G3 costruita per definizione con risoluzione               : 
per poter quindi confrontare gli errori delle due griglie lungo questa sezione è 
necessario interpolare la soluzione di G3 su G5. Il metodo usato da Fluent è 
l'interpolazione bilineare in x e y, tuttavia la soluzione calcolata dal codice è 
accurata al secondo ordine, essendo stato usato uno schema upwind del se-
condo ordine per la discretizzazione delle equazioni. Per garantire una preci-
sione dei dati interpolati di ordine almeno pari a quello della soluzione, i pro-
fili lungo          sulla griglia G3 sono  
 
                                            
 
2 Il motivo di questa separazione si può ricondurre alla presenza di un numero di Schmidt 
maggiore di 1. Dato che la perturbazione tanto del campo di moto quanto di quello di concen-
trazione ha origine dalla condizione al contorno alla parete, dove la velocità è nulla, la propa-
gazione diffusiva della perturbazione del campo moto verso l'interno del canale è più veloce di 







Figura 37: Comparazione tra gli errori stimati sulle griglie G3 (linea nera) e G5 (linea rossa) 
tramite estrapolazione di Richardson relativi ai profili di    e    su varie sezioni trasversali 
del canale nel caso con viscosità variabile. 
 
stati quindi ricavati implementando manualmente una interpolazione bicubi-
ca sul dominio. In Figura 37 sono quindi riportati per il caso con viscosità va-
riabile i profili delle due componenti della velocità sulle diverse sezioni tra-
sversali, con le relative barre di errore, riferiti alla griglia G3 (in nero) e alla 
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griglia G5 (in rosso). Il campionamento dei dati lungo y è pari a      per una 
più chiara visualizzazione. Si possono fare le seguenti osservazioni: 
 I profili di    sono calcolati con errore di fatto nullo da entrambe le gri-
glie per tutte le sezioni trasversali: in altre parole il campo di moto nel-
la direzione principale viene risolto esattamente da G3 anche immedia-
tamente vicino all'ingresso e alla discontinuità di concentrazione nel 
punto            . 
 Per quanto riguarda   , l'errore della griglia G5 è piccolo su        , 
con i valori più elevati nelle vicinanze della parete, mentre scompare 
del tutto a        come era lecito attendersi. L'errore della griglia G3 
è ancora apprezzabile su       , ma decade rapidamente con x per e-
stinguersi a valle del canale. 
 I valori di    predetti dalla griglia G3 sono sempre sottostimati rispetto 
a quelli reali. 
In Figura 38 sono riportati i profili di composizione sulle diverse sezioni tra-
sversali, con le relative barre di errore, riferiti alla griglia G3 (in nero) e alla 
griglia G5 (in rosso); il caso con viscosità variabile viene posto a confronto con 
quello con viscosità costante. Il campionamento dei dati lungo y è pari a      
per una più chiara visualizzazione. Si possono fare le seguenti osservazioni: 
 In entrambi i casi simulati, l'errore di G5 è nullo per       , mentre 








Figura 38: Comparazione tra gli errori stimati sulle griglie G3 (linea nera) e G5 (linea rossa) 
tramite estrapolazione di Richardson relativi ai profili di    su varie sezioni trasversali del 
canale; a sinistra è mostrato il caso con viscosità variabile, a destra quello con viscosità co-
stante. 
 
 In entrambi i casi simulati, l'errore di G3 ha un abbattimento repenti-
no da        , dove assume valori elevati, a       , dove ha valori 
molto piccoli, per poi estinguersi rapidamente al crescere di x, indican-
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do che G3 è in grado di prevedere il campo di concentrazione a valle del 
canale pur fallendo nella sua ricostruzione vicino all'ingresso. 
 I valori dell'errore di G3 sulla sezione         indicano che in entram-
bi i casi simulati tale griglia non è in grado di risolvere il campo di con-
centrazione nelle immediate vicinanze dell'ingresso: in questa sezione 
infatti si vede dal risultato della griglia G5 che il gradiente di    si e-
saurisce entro una distanza         dalla parete, mentre la griglia 
G3 fornisce in tale spazio bande di incertezza troppo elevate, che addi-
rittura coprono tutti i valori possibili di    per       . Tuttavia dalla 
dimensione delle barre di errore il caso con viscosità variabile sembra 
avere comunque una tendenza a restituire errori minori rispetto a 
quello con viscosità costante, e ciò potrebbe essere dovuto alla presen-
za, pur flebile essendo l'area esaminata nelle vicinanze della parete, del 






Miscelazione di due fluidi A e B con viscosità 
lineare nella composizione, all'interno di un 
flusso lineare 2D in un canale rettangolare 
 
La configurazione adottata per la prima serie di simulazioni presenta una pe-
culiarità che si presume abbia una influenza significativa sull'esito dei campi 
di moto e di concentrazione e sull'andamento dell'errore con l'aumento della 
risoluzione della griglia: la condizione al contorno che genera il trasporto della 
specie chimica è posta sulla parete, dove la velocità è sempre nulla, col risul-
tato che l'equazione di trasporto della specie chimica al limite per     si ri-
duce al solo termine diffusivo. Nonostante il valore della diffusività produca 
ovunque un numero di Schmidt maggiore di 1, il meccanismo che innesca il 
trasporto di materia rimane quindi la diffusione. 
Questa considerazione offre lo spunto per la realizzazione di una configura-
zione di semplicità simile ma priva della singolarità appena descritta, in mo-
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do che il trasferimento di materia sia innescato da entrambi i meccanismi di 
trasporto. 
 
4.1 Modello numerico 
 
La seconda serie di simulazioni si basa su un flusso lineare di tipo Couette 
con      in ingresso al canale rettangolare già utilizzato nell'esperimento 
precedente. Il fluido in ingresso è stratificato in due parti: in quella inferiore, 
       , entra la specie B      , mentre in quella superiore,       
 , entra la specie A (   ). Anche in questo caso in assenza di viscosità va-
riabile il campo di moto è monodirezionale e identico in tutto il dominio; e l'u-
nico fattore responsabile della convezione secondaria in direzione y è il termi-
ne della viscosità variabile nell'equazione di Navier−Stokes. 
Questa volta la geometria del problema non è simmetrica rispetto all'asse del 
canale, per cui è necessario simularne l'intera ampiezza, come mostrato in Fi-
gura 39. 
Nella Tabella 8 vengono riepilogate le condizioni al contorno. 
Il profilo di velocità in ingresso è lineare di tipo Couette: si può considerare il 
canale 2D come lo spazio tra due cilindri coassiali di raggio infinito e infini-
tamente estesi nella direzione del loro asse, dove il cilindro interno costituisce 




Figura 39: Rappresentazione del dominio. 
 
Tabella 8: Condizioni al contorno. 
 
superiore e ruota con velocità tangenziale            . I profili di veloci-
tà e composizione in ingresso sono implementati tramite le UDF riportate nel-
le Appendici. 
La condizione su   all'uscita viene fornita come valore di inizializzazione ma 
non è vincolante per il calcolo del campo di concentrazione. 
Si riporta quindi in Tabella 9 l'elenco delle griglie create per la simulazione: 
le risoluzioni sono le stesse utilizzate in precedenza, ovvero G3 ha risoluzione 
    , G5 ha risoluzione      , G4 è la griglia intermedia utilizzata per l'estra-
polazione di Richardson, G1 è la griglia grossolana usata per mettere in evi-
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denza le differenze nell'andamento dell'errore rispetto alla griglia G5 tra il 
caso con viscosità variabile e il caso con viscosità costante. 
Rispetto al Capitolo 3 la lunghezza del dominio è stata accorciata su tutte le 
griglie a causa della maggiore onerosità del calcolo. Come già spiegato nel 
Capitolo 3 la necessità di questo taglio impedisce alle variabili trasportate di 
raggiungere l'uniformità lungo x alla fine del dominio, perciò l'effetto di bordo 
dato dalla condizione di sbocco sull'uscita non è trascurabile. Dato che per le 
griglie in esame      è una lunghezza molto corta, è opportuno valutare se 
essa permette una adeguata simulazione dei campi di moto e di concentrazio-
ne fino a una distanza x sufficientemente lontana dall'uscita (e.g.    ); tale 
valutazione è stata effettuata comparando nel caso con viscosità variabile 
l'errore della griglia G3 rispetto alla configurazione analoga simulata con una 
griglia che ha la stessa risoluzione di G3 ma estesa fino a      , denomi-
nata G3*. L'esito della comparazione è riportato in Figura 40, Figura 41 e Fi-
gura 42. 
Tabella 9: Griglie utilizzate per le simulazioni. 
 
                                  
                        
           
                        
                         




Figura 40: Comparazione della simulazione su G3 nel caso con viscosità costante rispetto al-
la configurazione analoga simulata con una griglia G3* avente la stessa risoluzione di G3 ma 
estesa a      . Viene riportata la distribuzione sul dominio di G3 dell'errore sulle due 




Figura 41: Profili lungo y su varie sezioni trasversali per     dell'errore sulle componenti 
di velocità e sulla frazione massica di B tra la simulazione del caso con viscosità variabile su 
G3 e su G3*. 
 
La distribuzione dell'errore di G3 rispetto a G3* in Figura 40 evidenzia che 
l'effetto di bordo della sezione di sbocco     sulla soluzione a monte penetra 
per una distanza di circa      all'interno del dominio. L'errore sulle compo-
nenti della velocità risulta massimo come lecito attendersi nell'angolo inferio-
re destro, cioè nella zona dello sbocco dove la velocità assume valori prossimi 
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allo zero. L'errore sulla frazione massica di B è massimo nei punti della se-
zione di sbocco dove   raggiunge i valori estremi, cioè sui due angoli. In ogni 
caso fino alla sezione          l'errore su    e su   non raggiunge l'1% 
(Figura 42), mentre l'errore su    è più rilevante e supera l'1% già sulla se-
zione          (Figura 41), per poi aumentare sensibilmente avvicinandosi 
allo sbocco. Questo accade perché vicino all'uscita i valori di    sono quasi 
nulli. 
 
Figura 42: Andamento per        del valore assoluto massimo sulle sezioni trasversali a 
       dell'errore di G3 rispetto a G3* sulle componenti della velocità e sulla frazione mas-
sica di B. 
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Ad ogni modo, per eludere del tutto la zona che risente dell'effetto di bordo, le 
comparazioni con l'estrapolazione di Richardson tra i risultati offerti dalle va-




La Figura 43 mostra il campo di moto calcolato sulle tre griglie G1, G3 e G5 
nel caso di viscosità variabile. Si confronti la distorsione della componente x 
della velocità e la comparsa della componente y rispetto al campo di moto u-
nidirezionale e lineare in y che si conserva in tutto il dominio nel caso con vi-
scosità costante (Figura 44). Rispetto al caso esposto nel Capitolo 3 la diffe-
renza sostanziale nel modo in cui la distribuzione di viscosità influenza il 
campo di moto è rappresentata dal fatto che il limite superiore al modulo del-
la velocità è imposto dalla condizione al contorno sulla parete superiore: lad-
dove nel caso di flusso parabolico il termine forzante era il gradiente di pres-
sione lungo x, che venendo compensato dallo sforzo di taglio alla parete evol-
veva secondo l'evoluzione della viscosità vicino alla parete, e modificando 
quindi la velocità massima, nel caso di flusso lineare il termine che induce il 
moto è rappresentato dalla velocità della parete superiore, cui è applicata la 
no slip boundary condition, mentre il gradiente di pressione sulla scala inte-
grale è nullo (e lo è anche su tutte le scale nel caso con viscosità costante), 




Figura 43: Simulazione con viscosità variabile; confronto delle componenti della velocità 
lungo x (a sinistra) e lungo y (a destra) tra le tre griglie G1 (       ), G3 (      ) e G5 
(       ). Le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e   
      . 
 
Per questo motivo la velocità    nel caso con viscosità variabile (Figura 43) 
varia nello stesso intervallo del profilo lineare in ingresso (Figura 44, che è il 




Figura 44: Simulazione con viscosità costante; componente della velocità lungo x rappresen-
tata sulla griglia G5 (       ). Le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a 
        e         . 
 
anche se entro determinati valori di x (zona dell'incontro dei due fluidi vicino 
all'ingresso) è localmente distorta rispetto ad esso. Essendo molto piccola la 
variazione di   , lo sono anche i valori di   , la velocità trasversale indotta 
dalla presenza della viscosità variabile; dalla Figura 43 si rileva un valore 
massimo circa due ordini di grandezza inferiore rispetto a        , e quindi 
quasi un ordine di grandezza in meno rispetto a quanto riscontrato nel caso 
del Capitolo 3. 
I profili di velocità su varie sezioni trasversali, calcolati con la griglia G5, sono 
mostrati in dettaglio in Figura 45 e Figura 46. L'andamento della componente 
x della velocità evidenzia una leggera accelerazione nella parte superiore del 
canale (dove è presente il fluido meno viscoso), compensata da una decelera-
zione nella zona centrale di incontro tra i due fluidi: questa distorsione cresce 
fino una distanza di circa         , per poi diminuire fino a estinguersi 
quando          . Entro lo stesso intervallo compare, cresce, diminuisce e 
scompare la componente y della velocità, con la differenza che il valore mas-
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simo si ha intorno a         , mentre dopo          la velocità trasversale 
cambia di segno. I picchi di   , sia quando è positiva che quando è negativa, si 
riscontrano nella zona superiore del canale, dove è presente il fluido meno vi-
scoso, tranne nella zona di inversione del segno dove compare un secondo pic-
co al centro del canale. 
 
Figura 45: Componente x della velocità su diverse sezioni trasversali: viscosità costante (li-
nea continua) e viscosità variabile (linee tratteggiate). 
 
Analogamente all'analisi svolta nel Capitolo 3, si può quantificare la conve-
zione nella direzione trasversale definendo e riportando sul dominio (Figura 
47) i numeri di Reynolds e Péclet trasversali alla scala integrale: 
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La distribuzione del numero di Péclet trasversale coincide con quella di     , 
mentre quella del numero di Reynolds è leggermente distorta dalla viscosità 
variabile. Rispetto al caso del flusso parabolico il numero di Péclet trasversale 
è circa un ordine di grandezza più basso, e inoltre assume valori maggiori 
dell'unità in una porzione del dominio molto più ristretta: ci si attende perciò 
che il flusso secondario in direzione trasversale non sia sufficiente a incre-
mentare la miscelazione rispetto al caso con viscosità costante. 
 
Figura 46: Componente y della velocità su diverse sezioni trasversali: viscosità costante (li-




Figura 47: Distribuzione dei numeri di Péclet e Reynolds trasversali nel canale, in presenza 
di viscosità variabile. 
 
Questo è confermato dal confronto tra il campo di concentrazione nel caso con 
viscosità variabile e quello con viscosità costante. In Figura 48 è riportato 
l'andamento dei profili della frazione massica di B per sezioni trasversali suc-
cessive in presenza e assenza di viscosità variabile, mentre in Figura 49 viene 
messa a confronto la distribuzione di   sul dominio nei due casi, calcolata con 




Figura 48: Frazione massica della specie B su diverse sezioni trasversali: viscosità costante 
(linea continua) e viscosità variabile (linee tratteggiate). Il profilo sulla sezione          è 
stato estratto dalla simulazione sulla griglia estesa G3* (si veda la sezione 4.1); tutti gli altri 
profili sono estratti dalla simulazione sulla griglia G5. 
 
Il valore cui tende la composizione per      è       , come si ricava dai 
semplici bilanci di massa: 
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Figura 49: Confronto delle campo di composizione ( ) tra le tre griglie G1 (       ), G3 
(      ) e G5 (       ) e in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosi-
tà costante (immagini a destra). Le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a 
        e         . 
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Come si vede dalla Figura 48, in tutta la parte iniziale del canale il flusso con 
la viscosità variabile risulta meno miscelato rispetto a quello con la viscosità 
costante, in maniera opposta a quanto visto nel caso del flusso parabolico e-
saminato nel Capitolo 3. Ciò è dovuto alla configurazione ed entità del flusso 
secondario trasversale: le porzioni del dominio dove il numero di Peclèt tra-
sversale è maggiore dell'unità corrispondono a punti dove la velocità    è di-
retta in senso contrario alla miscelazione delle due specie, mentre nella zona 
dove    si inverte e quindi la convezione trasversale favorirebbe la miscela-
zione il valore del suo modulo non è sufficiente a portare il numero di Peclèt 
trasversale al di sopra dell'unità (Figura 46 e Figura 47), laddove questo inve-
ce si verificava nel caso del flusso parabolico. 
Anche sulla lunga distanza il grado di miscelazione evolve in maniera opposta 
a quanto accade nel caso del flusso parabolico: in quel caso infatti il nuovo 
profilo parabolico su cui si assesta    dopo l'estinzione di    è caratterizzato 
da un valore massimo maggiore del profilo in entrata, con la conseguenza che 
al centro del canale (dove vi è il massimo di    e dove la miscelazione non è 
ancora completa) il numero di Péclet nella direzione del flusso è più alto di 
quello in ingresso e la distanza necessaria per ottenere la completa miscela-
zione è più elevata di quella del caso con viscosità costante. Nel caso del flusso 
lineare invece il profilo su cui si assesta    dopo l'estinzione di    è di nuovo 
quello di ingresso, indipendentemente dalla nuova viscosità del sistema, per 
cui all'aumentare di x i profili di concentrazione del caso con viscosità variabi-
le collassano su quelli del caso con viscosità costante (ad esempio il profilo a 
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         in Figura 48, che è stato ricavato dalle simulazioni sulla griglia 
G3* descritta nella sezione 4.1), col risultato che la distanza necessaria per 
ottenere la completa miscelazione è la stessa nei due casi. 
 
 
Figura 50: Andamento lungo x del valore assoluto massimo del gradiente trasversale di con-
centrazione (figura superiore) e del picco della componente y della velocità sulla sezione (fi-
gura inferiore) nel caso con viscosità variabile. 
 
Per quanto riguarda il legame tra il flusso secondario in direzione trasversale 
e il gradiente di concentrazione nel caso con viscosità variabile, si può ripetere 
l'analisi del Capitolo 3, confrontando gli andamenti lungo la direzione princi-
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 e del valore di picco (positivo o negativo) della componente y 
della velocità (Figura 50). Al di là dei valori minori assunti da    si possono 
fare le stesse considerazioni già esposte nel Capitolo 3, inclusa l'osservazione 
che il cambiamento di segno nel valore di picco di    avviene intorno alla 
stessa distanza        (                in questo caso,           
      nel caso del flusso parabolico), come mostrato in Figura 51. 
 
 





Si esamina ora la differenza tra i risultati ottenuti con le tre griglie G1, G3 e 
G5, ripercorrendo la procedura già adottata nel Capitolo 3. La Figura 43 e la 
Figura 49 sembrano già indicare che la griglia G3 è sufficiente a calcolare sia 
il campo di moto che il campo di concentrazione con accuratezza adeguata. La 
Tabella 10 riporta l'errore sul valore massimo della componente y della veloci-
tà nel caso con viscosità variabile, calcolato sulle griglie G1 e G3 rispetto alla 
griglia G5: l'errore della griglia G3 è intorno all'1%. 
Tabella 10: Valore massimo nel dominio delle componente y della velocità calcolato sulle 
griglie G5, G3, G1 nel caso con viscosità variabile. 
 
La Figura 52 e la Figura 53 mostrano per le griglie G1, G3 e G5 le isolinee ri-
spettivamente con        e      , sia nel caso con viscosità variabile che 
in quello con viscosità costante. Come è noto il campo di moto nel caso con vi-
scosità costante resta uguale al profilo lineare dell'ingresso, pertanto l'isoli-




sta retta contiene i nodi di tutte e tre le griglie, pertanto le isolinee con 
       di G5, G3 e G1 nel caso con viscosità costante coincidono e sono esat-
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te3, e in generale l'errore sul campo di moto è nullo. Nel caso con viscosità va-
riabile è già stato mostrato che il campo di moto non si discosta molto da quel-
lo in ingresso, per cui la posizione della isolinea su G3 è coincidente con quella 
su G5, mentre l'errore su G1 è meno pronunciato rispetto al caso del flusso 
parabolico, ed è naturalmente maggiore nella zona dove è presente la velocità 
trasversale. Per quanto riguarda il campo di concentrazione, la posizione del-
la isolinea con       è individuata con precisione sufficiente da G3 sia nel 
caso con viscosità variabile che in quello con viscosità costante, mentre l'erro-
re di G1 è assai meno rilevante rispetto al caso del flusso parabolico. In parti-
colare, dato che la geometria del problema coinvolge la diffusione di ciascuna 
specie verso la parte del dominio opposta, il fronte con       parte a     
con pendenza nulla, mentre nel caso del flusso parabolico era la specie B a 
penetrare dalla parete verso il centro del canale, di modo che il fronte con 
      partiva a     con pendenza elevata. Per questo motivo le griglie 
grossolane non hanno problemi a seguire la lenta variazione della isolinea con 
      nel caso presente, mentre nel caso del flusso parabolico mancavano di 
rilevarne il brusco cambiamento a    . 
Tenendo conto di queste osservazioni non sorprende constatare i valori molto 
bassi degli errori medi sulle due isolinee delle griglie G1 e G3 rispetto alla G5, 
                                            
 
3 Nel caso del flusso parabolico si era scelto di rappresentare l'isolinea con     , la quale nel 
caso di viscosità costante ricade su   
 
 
   
 
  
 , pertanto l'errore di G1 e G3 rispetto a G5 




Figura 52: Isolinea per        sulle griglie G1, G3 e G5 (e confronto sovrapposto tra le tre 
griglie) in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosità costante (immagi-
ni a destra). Le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e   





Figura 53: Isolinea per       sulle griglie G1, G3 e G5 (e confronto sovrapposto tra le tre 
griglie) in presenza di viscosità variabile (immagini a sinistra) e viscosità costante (immagi-
ni a destra). Le due linee verticali rappresentano le sezioni trasversali a         e   




Tabella 11: Errori medi rispetto alla griglia G5 sulla posizione delle isolinee con       . 
 
Tabella 12: Errori medi rispetto alla griglia G5 sulla posizione delle isolinee con      . 
 
riportati in Tabella 11 e Tabella 12. Tali valori sono sensibilmente inferiori 
rispetto al caso del flusso parabolico: gli indici di errore risultano sempre infe-
riori all'1% anche per la griglia G1. Le restanti osservazioni sono simili a 
quelle esposte nel Capitolo 3: 
 Gli indici di errore pesati con la distanza sono minori dei corrisponden-
ti non pesati, salvo quelli relativi alla griglia grossolana G1 e relativi 
alla isolinea di composizione. 
 Gli indici di errore relativi alla isolinea di composizione sono minori nel 
caso con viscosità variabile rispetto ai corrispondenti del caso con vi-
scosità costante. 
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 Gli indici di errore relativi alla isolinea con        sono invece mag-
giori nel caso con viscosità variabile, ma solo perché quelli del caso con 
viscosità costante sono nulli in quanto in questo caso la isolinea è per 
definizione riprodotta esattamente da tutte le griglie. 
In seguito è stata effettuata, su cinque sezioni trasversali del canale (  
                        ), l'estrapolazione dell'errore dei risultati forniti dalle 
griglie G3 e G5 mediante il metodo di Richardson. Anche in questo caso sulla 
sezione         , ovvero        , la soluzione sulla griglia G3 non è dispo-
nibile, essendo G3 costruita per definizione con risoluzione               : 
per poter quindi confrontare gli errori delle due griglie lungo questa sezione i 
profili sulla griglia G3 sono stati ricavati implementando manualmente una 
interpolazione bicubica sul dominio in luogo dell'interpolazione bilineare usa-
ta da Fluent, in modo da garantire una precisione dei dati interpolati di ordi-
ne almeno pari a quello dello schema di discretizzazione. 
In Figura 54 sono riportati per il caso con viscosità variabile i profili delle due 
componenti della velocità sulle diverse sezioni trasversali, con le relative bar-
re di errore, riferiti alla griglia G3 (in nero) e alla griglia G5 (in rosso). Il 
campionamento dei dati lungo y è pari a      per una più chiara visualizzazio-
ne. Si possono ripetere le stesse considerazioni fatte nel caso del flusso para-
bolico, ovvero: 
 La velocità in direzione x è calcolata con errore nullo in tutto il domi-







Figura 54: Comparazione tra gli errori stimati sulle griglie G3 (linea nera) e G5 (linea rossa) 
tramite estrapolazione di Richardson relativi ai profili di    e    su varie sezioni trasversali 
del canale nel caso con viscosità variabile. 
 
 L'errore sulla velocità in direzione y per quanto riguarda G5 è minimo 
su         e scompare del tutto già a       . Per quanto riguarda G3 
esso è elevato su         ed ancora apprezzabile su       , ma deca-
de rapidamente con x per estinguersi a valle del canale. 
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 L'entità dell'errore relativo della griglia G3 su    nella zona vicino 
all'ingresso è sensibilmente più elevata rispetto al caso del flusso pa-
rabolico, ma d'altronde i valori stessi di    sono inferiori di un ordine 
di grandezza. 
 Anche in questo caso la griglia G3 sottostima   . 
In Figura 55 sono riportati i profili di composizione sulle diverse sezioni tra-
sversali, con le relative barre di errore, riferiti alla griglia G3 (in nero) e alla 
griglia G5 (in rosso); il caso con viscosità variabile viene posto a confronto con 
quello con viscosità costante. Il campionamento dei dati lungo y è pari a      
per una più chiara visualizzazione. Si possono fare le seguenti osservazioni 
 L'errore di G5 è nullo per       , ma su        , a differenza della 
configurazione con flusso parabolico, ha valori non trascurabili, sia nel 
caso con viscosità costante che in quello con viscosità variabile. 
 L'errore di G3, così come quello di G5, ha un abbattimento repentino da 
        a       , per poi estinguersi rapidamente al crescere di x: 
anche in questo caso quindi G3 è in grado di prevedere il campo di con-
centrazione a valle del canale pur fallendo nella sua ricostruzione vici-
no all'ingresso. 
 A differenza della configurazione con flusso parabolico, in questo caso 
non si rilevano sostanziali differenze tra il caso con viscosità variabile e 







Figura 55: Comparazione tra gli errori stimati sulle griglie G3 (linea nera) e G5 (linea rossa) 
tramite estrapolazione di Richardson relativi ai profili di    su varie sezioni trasversali del 
canale; a sinistra è mostrato il caso con viscosità variabile, a destra quello con viscosità co-
stante. 
 
Infine la natura del flusso Couette, caratterizzato in assenza del termine le-
gato alla viscosità variabile da gradiente della velocità costante e gradiente di 
pressione nullo, suggerisce che un'analisi dimensionale su scala multipla 
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dell'equazione di Navier−Stokes può essere utile per comprendere la scala su 
cui la variazione della composizione influenza il campo di moto. 
Innanzitutto la scelta di una relazione lineare per        implica che la sca-
la di variazione della composizione è la stessa di quella della viscosità, in 
quanto il gradiente della viscosità si può scrivere    
  
  




 è costante e   è     . L'equazione di Navier−Stokes è: 
                            
In linea teorica le scale caratteristiche dell'equazione sono tre: la scala inte-
grale, la microscala della velocità e quella della composizione. Si definiscono 
quindi le corrispondenti coordinate spaziali, i cui rapporti sono noti: 
        
           
   
    
    
    
Definendo i rapporti    
    
 
 e    
 
    




     
  
 





         
Ipotizzando ora una forte separazione delle scale di convergenza il gradiente 
si può espandere in questo modo: 
           
    
  
 
    
    
  
Indicando il profilo di velocità lineare ingresso al canale con   , l'analisi dei 
risultati delle simulazioni mostra che il campo di moto all'interno del dominio 
non si discosta molto da esso, e vi ritorna per    . Il campo di moto si può 
quindi pensare composto da una velocità    superimposta sul profilo in in-
gresso: 
          
          
In questa espressione si è fatta l'ipotesi forte che    non dipenda dalla coordi-
nata più piccola   . 
L'ordine di grandezza rilevato per    è in accordo con la seguente adimensio-
nalizzazione: 
            
       
          




       
   
126 
 
La viscosità si viene adimensionalizzata con quella del componente A, e la 
pressione per mezzo dello sforzo viscoso: 
                  
  
     
    
          
   
 
           
L'equazione di Navier−Stokes si può quindi riscrivere in questi termini: 
       
         
    
  
 
    
    
        
         
    
  
 
    
    
   
        
 
 
    
 
   
 
    
 
      
        
  
        
    
  
 
    
    
        
  
       
    
  
 
    
    
        
          
    
  
 
    
    
     
dove si tiene conto che il numero di Reynolds alla scala integrale è unitario: 
    
   
  
    
Considerando solo i termini dominanti si ottiene: 
      
 
            
 
    
           
Questa equazione è identicamente soddisfatta dato che per ipotesi    
      . 
All'ordine successivo si ottiene: 
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Anche questa è identicamente soddisfatta perché           e  
             
Finalmente all'ordine ancora successivo si ottiene: 
           
 
   
 
          
 
    
           
 
      
 
    
        
       
       
            
 
   
       




       
 
            
 
    
           
che eliminando i termini nulli per ipotesi diventa: 
     
           
 
    
           
 
   
       
           
Qui emerge che l'interazione tra il campo di moto e la variazione della viscosi-
tà alla scala più piccola genera un gradiente di pressione sulla stessa scala. 






    
  
    
 
  , cioè di fatto non dipende dal numero di Schmidt. 
Inoltre dato che la velocità    è dell'ordine di    , e varia entro una distanza 
        , i gradienti        e  
 
   
  sono entrambi dell'ordine di    . Scriven-
do l'equazione nella direzione principale del flusso si ottiene così una stima 
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del gradiente di viscosità (e dunque di concentrazione) alla microscala per 
mezzo del gradiente di pressione da esso generato: 
   
   
   
    
   
   
   
 
    
    
   
    
 
    
   
   
    
  
    
    
   
    
 
   
    
  
dove si tiene conto che     
 
 
  e      . 
La simulazione effettuata sulla griglia G5 rende disponibile una misura del 
gradiente di pressione 
  
   
, riportato in Figura 56. 
 
Figura 56: Distribuzione del gradiente di pressione lungo x nel caso con viscosità variabile 
calcolata sulla griglia G5. 
 
Naturalmente il valore massimo, pari a             , si verifica nel punto 
dove le due specie vengono a contatto e il gradiente di concentrazione è mas-
simo. Dato che 
  
   
 è dell'ordine di           , tornando alle variabili di-
mensionali si può quindi effettuare la seguente stima del gradiente di viscosi-




   
      




   









   
 
     
       
                
    
 
  
Nel punto dove le due specie vengono a contatto la viscosità varia tra i valori 
del fluido A e del fluido B: si ottiene quindi finalmente la seguente stima della 
scala efficace      
  su cui varia la distribuzione della viscosità, e quindi il 
campo di concentrazione: 
  
   
 
     
      
      
    
 
      
  
        
     
    
 
          
In pratica tale distanza è dello stesso ordine di     , a conferma del fatto che 
l'effetto del campo di concentrazione sulla soluzione si può efficacemente stu-
diare sulla scala del campo di moto, e che la microstruttura del campo di con-
centrazione alla scala di Batchelor ha effetto mediamente nullo. 
La limitazione di quest'analisi è nell'ipotesi             , cioè che la micro-
scala caratteristica del campo di moto non si modifichi in seguito all'introdu-
zione del termine legato alla viscosità variabile. In realtà l'errore del profilo di 
   calcolato a        sulla griglia G3, riportato in Figura 54, indica che il 
mutuo accoppiamento delle equazioni di trasporto introdotto dalla viscosità 
variabile sposta la scala      verso valori più piccoli. Ciò che verosimilmente 
accade è la convergenza delle microscale dei due fenomeni di trasporto mu-
tuamente interagenti su un valore unico e intermedio tra la scala      iniziale 
e la scala di Batchelor. 
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4.2.1. Configurazione con fluidi invertiti 
 
La configurazione fin qui esaminata prevede una differenza tra le portate dei 
fluidi A e B: la condizione al contorno su   all'ingresso impone che il fluido 
meno viscoso A entri con velocità da          m/s a        m/s, e che il 
fluido più viscoso B entri con velocità da   a          m/s. In questo modo, 
con l'avanzare della miscelazione, il fluido più viscoso viene trasportato verso 
le zone con velocità maggiore, e il fluido meno viscoso verso le zone con veloci-
tà minore. È chiaro quindi che una configurazione con la condizione al con-
torno su   all'ingresso invertita si differenzierà da una replica speculare della 
configurazione base solamente in virtù di due effetti, entrambi legati alla di-
pendenza della viscosità dalla composizione: 
 la correlazione        non è simmetrica, per cui l'inversione del tra-
sporto delle specie influenza in maniera differente il campo di moto 
tramite i termini viscosi della Navier−Stokes; 
 il campo di moto di conseguenza produce un termine convettivo del tra-
sporto di materia differente nelle due configurazioni. 
Per rilevare l'entità di questi effetti è stata ripetuta la simulazione del caso 
con viscosità variabile invertendo la condizione al contorno su   all'ingresso, 
in modo che sia il fluido più viscoso A ad entrare con la portata maggiore. 
Nelle figure seguenti sono quindi riportati i risultati del confronto di tale con-





Figura 57: Confronto sulla griglia G5 nel caso con viscosità variabile tra la configurazione 

















Figura 58: Confronto delle 
componenti x e y della velo-
cità su diverse sezioni tra-
sversali nel caso con viscosi-
tà variabile: configurazione 
base (linee continue) e confi-
gurazione con la condizione 




In Figura 57 vengono posti a confronto i campi di moto e di concentrazione 
delle due configurazioni. La distribuzione di    è quasi esattamente speculare 
nei due casi, mentre la distribuzione di    è leggermente diversa: il valore 
massimo raggiunto è inoltre di poco inferiore nel caso della configurazione in-
vertita. Questa differenza è evidenziata nella Figura 58, che mostra per le 
due configurazioni i profili delle componenti di velocità su alcune sezioni tra-
sversali, e dalla Figura 59, che riporta la distribuzione sul dominio del nume-
ro di Reynolds e del numero di Péclet trasversali definiti in precedenza. 
La differenza sostanziale nella distribuzione della componente trasversale 
della velocità è però che l'inversione dei fluidi in ingresso causa anche la ri-
flessione sull'asse di mezzeria del segno di   : questo prova che, quando si 
 
Figura 59: Confronto sulle distribuzioni dei numeri di Péclet e Reynolds trasversali nel ca-
nale, in presenza di viscosità variabile: configurazione base (sinistra) e configurazione con 




introduce il fluido meno viscoso con velocità maggiore, il flusso secondario 
trasversale nelle immediate vicinanze dell'ingresso tende a mantenere segre-
gati i due strati; viceversa quando è il fluido più viscoso ad essere introdotto 
con velocità maggiore, allora il flusso secondario trasversale tende a favorire 
la miscelazione. È questa la causa probabile della maggiore miscelazione della 
configurazione invertita rispetto alla configurazione base per distanze non 
lontane dall'ingresso, come si vede dalla Figura 60, che riporta i profili della 
 
Figura 60: Confronto della frazione massica di B su diverse sezioni trasversali nel caso con 
viscosità variabile: configurazione base (linee continue) e configurazione con la condizione 
in ingresso su   invertita (linee tratteggiate, asse delle ordinate invertito per una migliore 
comparazione). Il profilo sulla sezione          è stato estratto dalla griglia estesa G3* (si 
veda la sezione 4.1); tutti gli altri profili sono estratti dalla griglia G5. 
135 
 
frazione massica di B su diverse sezioni trasversali del canale per le due con-
figurazioni (l'asse delle ordinate della configurazione invertita è invertito per 
agevolare il confronto con la configurazione base). L'effetto della miscelazione 
aumentata tende ad affievolirsi con    , in concomitanza con l'estinzione 
della componente trasversale della velocità, come mostrato dal profilo a 
        , che è stato estratto dalla griglia estesa in lunghezza G3* descrit-
ta all'inizio del capitolo. 
 
Figura 61: Andamento lungo x del valore assoluto massimo del gradiente trasversale di con-
centrazione (figura superiore) e del picco della componente y della velocità sulla sezione (fi-
gura inferiore) nel caso con viscosità variabile: confronto tra la configurazione base (linea 





Infine in Figura 61 è riportato il legame tra il flusso secondario in direzione 
trasversale e il gradiente di concentrazione per le due configurazioni, sotto 
forma di confronto tra gli andamenti lungo la direzione principale del flusso 




del valore di picco (positivo o negativo) della componente y della velocità. In 
questo caso non ci sono differenze sostanziali tra le due configurazioni, salvo 
la manifestazione di maggiori valori del gradiente di concentrazione e minori 
valori del picco di    per la configurazione con i fluidi invertiti. 
 
4.2.2. Configurazione con diffusività nulla 
 
Nel caso di viscosità costante l'accoppiamento tra le equazioni di trasporto è a 
senso unico: il trasporto di materia non modifica il campo di moto, che rimane 
uguale a quello imposto all'ingresso. Nella configurazione adottata, con l'in-
gresso dei due fluidi stratificati su un profilo di velocità monodirezionale, ciò 
implica che se la diffusione fosse nulla l'equazione di trasporto della specie 
sarebbe soddisfatta solo per 
  
  
  , ovvero i due fluidi rimarrebbero stratifica-
ti senza miscelarsi: 
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Al contrario, introducendo la dipendenza della viscosità dalla composizione, i 
fluidi sono teoricamente in grado di miscelarsi anche in assenza di diffusione, 
con meccanismo puramente convettivo: il termine introdotto dalla viscosità 
variabile all'interno della Navier−Stokes è in grado di modificare il campo di 
moto e determinare la comparsa della velocità trasversale   , che è l'unico 
fattore in grado di innescare la miscelazione in assenza di diffusione. Infatti 
scrivendo l'equazione di Navier−Stokes in direzione x si ha: 
    
   
  
   






   
    
   
 
    



















   
Se si sostituisce all'interno di tale equazione la soluzione di Couette, ovvero 
    
 
 
        
  
  
    l'equazione si riduce a: 









    
che è impossibile perché in contrasto con la condizione al contorno su   in in-
gresso. Quindi il termine dipendente da 
  
  
 è in grado di modificare da solo il 
campo di moto, e in aggiunta la comparsa di   , associata all'ipotesi di diffu-











Una simulazione di questo caso è interessante in quanto permette di valutare 
l'ordine di grandezza della velocità trasversale    che si genera unicamente in 
virtù del termine introdotto nella Navier−Stokes dalla viscosità variabile. 
Azzerare la diffusività significa rendere la composizione della miscela uno 
scalare trasportato passivamente dal campo di moto: per questo motivo non è 
possibile definire una scala caratteristica della composizione diversa da quel-
la della velocità. Pertanto la simulazione del caso con diffusività nulla è stata 
effettuata sulla griglia G3*, che ha risoluzione      e lunghezza      , in 
modo da calcolare l'andamento delle variabili anche per distanze x elevate. 
Dato che il codice utilizzato non permette di azzerare completamente il ter-
mine diffusivo, è stato imposto un coefficiente di diffusività fittizio    
         , che è il valore più basso assegnabile senza che il calcolo iterativo 
diverga. 
Nelle figure seguenti sono quindi riportati i risultati del confronto tra la con-
figurazione con diffusività nulla e la configurazione base, entrambe simulate 
sulla griglia G3*. 
La Figura 62 affianca i campi di moto e di concentrazione delle due configura-
zioni. Nella configurazione con diffusività nulla il gradiente di concentrazione 
naturalmente non viene smorzato dalla diffusione, per cui permane inalterato 
con l'avanzare di x, e le due specie rimangono segregate; l'unico punto dove si 
ha una lieve miscelazione è l'intorno di            , dove la torsione del 




Figura 62: Confronto nel caso con viscosità variabile tra la configurazione base e quella con 
coefficiente di diffusività nullo. 
 
in assenza di diffusione l'unico meccanismo convettivo in grado di generare la 
miscelazione totale dei due fluidi in un moto inizialmente unidirezionale sa-
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rebbe lo stretching and folding caotico delle porzioni di flusso segregate, il 
quale è evidentemente impossibile in un dominio bidimensionale. Questo sug-
gerisce l'idea di effettuare uno studio su un dominio tridimensionale per sta-
bilire se il gradiente di viscosità è in grado da solo di provocare la transizione 
al regime caotico, in una configurazione dove le correnti da miscelare entrano 
affiancate e non in collisione. 
Tuttavia si vede che la configurazione senza diffusione presenta una distor-
sione maggiore del campo di moto: in particolare il valore massimo raggiunto 
dalla componente y della velocità è circa il 50% superiore alla configurazione 
base. Ciò dimostra che il trasporto di materia diffusivo è un fattore attenuan-
te nei confronti del termine introdotto nella Navier−Stokes dalla viscosità va-
riabile: del resto tale termine è proporzionale al gradiente   , che nella confi-
gurazione base al crescere di x viene smussato dalla diffusione. 
Nella configurazione senza diffusione quindi la persistenza del gradiente di 




vier−Stokes non si estingua nella direzione principale del flusso. Nondimeno 
dalla Figura 62 è evidente che la velocità trasversale    si estingue ugual-
mente, come è anche possibile constatare dalla Figura 63, che mostra nelle 
due configurazioni i profili delle componenti di velocità su diverse sezioni tra-




 vada a modificare il profilo su cui si assesta    rispetto al suo 

















Figura 63: Confronto delle com-
ponenti x e y della velocità su 
diverse sezioni trasversali nel 
caso con viscosità variabile: 
configurazione base (linee con-
tinue) e configurazione con dif-




rende chiaro che la distorsione di    è in grado di aumentarne lievemente il 
valore massimo. Questo comportamento risulta infatti anche dall'esame 
dell'equazione di Navier−Stokes scritta nelle due direzioni: 
                            
   
  
   






   
    
   
 
    



















   
                            
   
  
   






   
    
   
 
    



















   
Dalla seconda equazione si vede che la velocità    può estinguersi in quanto 
per     l'unico termine forzante residuo sarebbe  
  
  




. Invece nella 
prima equazione la velocità    non può riassestarsi sul profilo lineare dell'in-
gresso, perché per     rimane il termine forzante 
  
  




, il quale di fatto 
agisce a guisa di un gradiente di pressione in uno shear flow (infatti nella zo-
na vicino a     la velocità    assume un profilo quasi parabolico, Figura 63). 
Il nuovo profilo della velocità    trasla il fronte di contatto tra le due specie 
verso l'alto rispetto alla mezzeria, in quanto il fluido A diventa più veloce e il 
fluido B più lento. 
La differenza nella distribuzione della componente trasversale della velocità 
tra la configurazione base e quella senza diffusione, unita alla persistenza 
della segregazione dei due fluidi, si riflette sulla distribuzione nel dominio del 
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numero di Reynolds trasversale (Figura 64). Naturalmente in questo caso è 
impossibile definire un numero di Péclet perché la diffusività è nulla. 
 
Figura 64: Confronto sulla distribuzione del numero di Reynolds trasversale, in presenza di 
viscosità variabile: configurazione base (sopra) e configurazione con diffusività nulla (sotto). 
 
Infine in Figura 65 è riportato per le due configurazioni il legame tra il flusso 
secondario in direzione trasversale e i suoi termini forzanti, sotto forma di 
confronto tra gli andamenti lungo la direzione principale del flusso del valore 














Figura 65: Andamento 
lungo x, nel caso con 
viscosità variabile, del 
picco della componente 
y della velocità sulla 
sezione (figura inferio-
re) in relazione ai ter-
mini forzanti di    (fi-
gure superiori): il valo-
re assoluto massimo del 
gradiente trasversale di 
concentrazione, il gra-
diente di pressione 
lungo y e il termine in-
trodotto dalla variazio-
ne della viscosità: con-
fronto tra la configura-
zione base (linea conti-
nua) e la configurazio-




assoluto massimo del gradiente trasversale di concentrazione 
  
  
, del valore di 








. Nella configurazione base si è già visto come il fattore responsa-




viene subito abbattuto dalla diffusione e di conseguenza la velocità    decade 
con l'andamento mostrato in figura. Nella configurazione senza diffusione il 
gradiente di concentrazione, dopo la lieve diminuzione dovuta alla debole mi-
scelazione iniziale, rimane costante. In realtà all'interno dell'equazione di 
Navier−Stokes esso non è indipendente, ma è associato alla variazione di    
stessa nel termine  
  
  




, ed è tale termine forzante che si estingue rapi-
damente nonostante la persistenza di 
  
  
 per    , di pari passo col gradien-
te di pressione trasversale 
  
  
. Questo dimostra che i flussi secondari per man-
tenersi hanno bisogno di autoalimentarsi tramite il loro stesso gradiente: in 
un flusso bidimensionale ciò non può avvenire perché l'unica direzione secon-
daria disponibile è y, e per     il termine 
   
  
 è destinato a estinguersi; 
mentre in un flusso tridimensionale può avvenire perché in ogni sezione tra-
sversale sono disponibili due direzioni secondarie, su di esse quindi si possono 
formare vortici sostenuti dai termini 
   
  
 e 
   
  
, ed è ciò che si verifica nel regi-







Conclusioni e sviluppi futuri 
 
Nell'ambito della microfluidica una occorrenza poco esplorata in ambito spe-
rimentale e tuttora non completamente chiara dal punto di vista teorico, per 
quanto comune nella pratica, è la miscelazione di fluidi caratterizzati da pro-
prietà fisiche, come densità e viscosità, sufficientemente differenti da influen-
zare il campo di moto e provocare un forte interazione tra i diversi fenomeni 
di trasporto (materia, energia, quantità di moto) concomitanti. 
Il presente lavoro di tesi si focalizza sull'effetto provocato da una viscosità di-
pendente dalla composizione sui campi di moto e concentrazione all'interno di 
due sistemi microfluidici bidimensionali. Di seguito vengono ricapitolate le 
assunzioni alla base delle prove CFD effettuate, allo scopo di chiarirne le con-
dizioni e allo stesso tempo di fornire un compendio dei fattori che possono es-
sere variati o investigati più approfonditamente in eventuali studi ulteriori. 
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 Allo scopo di isolare il contributo della viscosità variabile al campo di 
moto la densità è mantenuta costante, eliminandone la dipendenza dal-
la composizione che si verifica nella miscelazione di due fluidi reali. 
 È stato rimosso ogni tipo di effetto termico. In una situazione reale la 
variazione di temperatura associata al calore di miscelazione può avere 
effetti rilevanti sulla densità e sopratutto sulla viscosità del sistema. 
 La dipendenza della viscosità dalla composizione è lineare. 
 La differenza di viscosità tra le due specie pure è di un ordine di gran-
dezza, e rappresenta un parametro che si può utilmente variare per 
studiarne l'effetto sui campi di moto e composizione. 
 Il dominio simulato è bidimensionale. Ciò impedisce l'instaurarsi di fe-
nomeni caotici. 
 La geometria è rettilinea, essendo un semplice canale rettangolare. 
Nella prima serie di simulazioni le due specie sono introdotte una 
dall'ingresso con velocità monodirezionale e l'altra dalle pareti con ve-
locità nulla; nella seconda serie di simulazioni entrambe sono introdot-
te dall'ingresso in equicorrente con velocità monodirezionale. In en-
trambi i casi il flusso alla scala integrale si sviluppa quindi in direzione 
rettilinea, e i flussi secondari in direzione trasversale compaiono ad 
una scala inferiore e sono unicamente dovuti all'effetto della viscosità 
variabile. 
 La diffusività binaria della miscela è tale che il numero di Schmidt cal-
colato con la viscosità di riferimento è pari a 100. Questo valore, pur 
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maggiore dell'unità, è sensibilmente più basso dei valori tipici delle mi-
scele liquide sia acquose che organiche. 
 Le simulazioni mettono a confronto griglie con due risoluzioni di rife-
rimento indicate con      e      . La prima rappresenta la microscala su 
cui varia il campo di moto in assenza di trasporto di materia, ottenuta 
come risultato di una validazione condotta sul dominio analizzando la 
zona in cui un flusso a pistone caratterizzato dallo stesso numero di 
Reynolds si sviluppa nel profilo parabolico (Appendici). La seconda 
rappresenta la microscala di Batchelor, calcolata come       
          , cioè ignorando l'aumento del numero di Schmidt in seguito 
alla miscelazione. Infatti la microscala più piccola teoricamente rag-
giunta dal trasporto di materia sarebbe          , tuttavia la sua im-
plementazione avrebbe comportato un carico computazionale troppo e-
levato per la potenza di calcolo a disposizione. È auspicabile perciò che 
questa limitazione venga rimossa. 
 In ciascuna simulazione il trasporto della quantità di moto e il traspor-
to di materia sono risolti sulla medesima griglia. Dato che in teoria le 
microscale di variazione delle due quantità sono differenti, può essere 
interessante predisporre un codice in grado di risolvere i due fenomeni 
su scale differenti mediante un metodo multigriglia [35], dove la griglia 
fine è usata per la soluzione del trasporto della specie chimica e quella 
lasca per la soluzione del trasporto di quantità di moto, secondo lo 
schema in Figura 66. 
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Figura 66: Schema iterativo multigriglia per la risoluzione del trasporto di materia e del tra-
sporto di quantità di moto su scale diverse. 
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Per ciascuna delle due configurazioni simulate sono stati analizzati i campi di 
moto e concentrazione calcolati con la griglia più fine allo scopo di evidenziare 
le differenze qualitative e quantitative tra il caso in cui la viscosità è costante 
e quello in cui essa dipende dalla composizione. Successivamente sono state 
confrontate le soluzioni fornite dalla griglia fine e dalla griglia lasca, valutan-
do anche la riduzione dell'errore in seguito al raffinamento della griglia nei 
due casi con viscosità costante e variabile, mediante la comparazione di alcu-
ne isolinee significative dei campi di moto e di concentrazione, e la stima 
dell'errore tramite estrapolazione di Richardson sui profili delle variabili lun-
go sezioni trasversali selezionate. Per la configurazione asimmetrica del Capi-
tolo 4 è stato inoltre fatto un confronto con i campi di moto e concentrazione 
che emergono invertendo la condizione sulle specie in ingresso. Infine, sempre 
per la configurazione del Capitolo 4, è stato simulato un caso con diffusività 
prossima allo zero allo scopo di indagare meglio la dinamica di formazione ed 
estinzione dei flussi secondari innescati dalla variazione della viscosità. 
Dall'analisi dei risultati esposti nel Capitolo 3 e nel Capitolo 4 emerge che la 
geometria e le condizioni al contorno del sistema condizionano fortemente 
l'entità del flusso secondario generato dal termine dipendente dalla viscosità 
variabile all'interno dell'equazione di Navier−Stokes: sono stati infatti rilevati 
numeri di Reynolds trasversali da uno a due ordini di grandezza inferiori ri-
spetto al numero di Reynolds nella direzione principale. In ogni caso però il 
flusso trasversale tende ad estinguersi lungo la direzione principale di flusso, 
con una dinamica simile nelle diverse configurazioni. È stato accertato da un 
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esame dei termini dell'equazione di Navier−Stokes che, anche nel caso privo 
di diffusività, in cui il gradiente di concentrazione non viene smorzato nean-
che a distanze elevate dall'ingresso, è la geometria bidimensionale e rettilinea 
del dominio a essere responsabile del decadimento della velocità trasversale. 
Anche la disposizione reciproca delle due specie all'interno del profilo lineare 
di velocità in ingresso al canale nella configurazione del Capitolo 4 influenza 
il flusso trasversale generato dalla viscosità variabile, e in particolare ne mo-
difica il verso. Il verso del flusso trasversale è naturalmente un fattore de-
terminante nei confronti della miscelazione: l'analisi del Capitolo 4 evidenzia 
che il flusso trasversale non cambia segno all'interno della porzione di domi-
nio in cui assume valori significativi: esso si oppone alla miscelazione quando 
all'interno del profilo lineare di velocità in ingresso il fluido con maggior por-
tata è quello meno viscoso, al contrario esso favorisce la miscelazione quando 
il fluido con maggior portata è quello più viscoso. In conseguenza di ciò nel 
primo caso la miscelazione avviene meno velocemente rispetto alla configura-
zione con viscosità costante, nel secondo caso avviene più velocemente. 
Nella configurazione simmetrica analizzata nel Capitolo 3, invece, la distribu-
zione del flusso trasversale è tale che dopo l'ingresso si susseguono due zone 
in cui esso ha segno opposto, e in entrambe il suo valore assoluto è sufficien-
temente elevato da influenzare la miscelazione. Questa distribuzione favori-
sce la miscelazione nella zona iniziale del dominio, rispetto alla configurazio-
ne con viscosità costante. Tuttavia la natura di shear flow del flusso, in cui il 
profilo di velocità emerge come risultato del bilancio tra un gradiente di pres-
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sione e lo sforzo di taglio viscoso, implica che al variare della viscosità la velo-
cità alla scala integrale si riassesti su una nuovo profilo. Nel caso in esame è 
il fluido più viscoso a penetrare dalle pareti all'interno del flusso iniziale, 
quindi all'aumentare della miscelazione la viscosità aumenta e il nuovo profi-
lo parabolico ha un valore massimo più elevato. L'aumento del numero di Pé-
clet al centro del canale, che è la zona dove la miscelazione si completa per ul-
tima essendo la sorgente del trasporto di materia situata sulle pareti, implica 
che per lunghe distanze dall'ingresso del canale la miscelazione risulti sfavo-
rita rispetto alla configurazione con viscosità costante. Non è stata effettuata 
una simulazione a condizioni invertite, in cui il fluido in ingresso sia quello 
più viscoso e le pareti agiscano da sorgente di quello meno viscoso, tuttavia è 
verosimile attendersi che una tale configurazione dia luogo a risultati opposti 
per quanto riguarda il comportamento della miscelazione. 
Dall'analisi delle comparazioni effettuate per ciascuna simulazione tra i risul-
tati forniti dalle due griglie di riferimento emerge che la zona dove si concen-
trano gli errori è in ogni caso l'intorno del punto   in cui le due specie vengono 
a contatto ed è presente una discontinuità della concentrazione. A una di-
stanza dell'ordine di       dal punto   la griglia con risoluzione       è in gra-
do di risolvere accuratamente il campo di moto, e compie un errore minimo 
nel calcolo del campo di concentrazione, verosimilmente dovuto al fatto che 
      è definita sul numero di Schmidt della specie meno viscosa. L'errore de-
cade completamente per distanze da   superiori a      . La griglia con risolu-
zione      restituisce un errore non grande ma comunque presente nel calcolo 
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della velocità trasversale a una distanza dell'ordine di      dal punto  , in 
particolare la velocità trasversale viene sottostimata. Naturalmente rico-
struendo per mezzo di un'interpolazione il campo di moto in corrispondenza di 
una distanza       dal punto    tale errore risulta aumentato. Il campo di con-
centrazione invece viene risolto a una distanza dell'ordine di      dal punto   
in maniera sufficientemente accurata, mentre la sua ricostruzione tramite in-
terpolazione a una distanza       dal punto   si dimostra insufficiente e resti-
tuisce un'incertezza troppo grande in quanto copre gran parte dell'intervallo 
di variazione della frazione massica. In ogni caso l'errore sia sul campo di mo-
to che sul campo di concentrazione decade completamente per distanze da   
superiori a     . Mediante l'analisi con estrapolazione di Richardson e il con-
fronto sulle isolinee di composizione si manifesta anche che l'errore di tutte le 
griglie (compresa una griglia a risoluzione grossolana pari a      ) sul campo 
di concentrazione nel caso con viscosità variabile tende ad essere inferiore a 
quello del caso con viscosità costante, a dimostrazione del fatto che il doppio 
accoppiamento tra i due fenomeni di trasporto introdotto dalla dipendenza 
della viscosità dalla composizione tende a spostare la microscala della concen-
trazione verso quella della quantità di moto, come si può anche evincere 
dall'analisi dimensionale dell'equazione di Navier−Stokes nel Capitolo 4. 
In realtà l'effetto più verosimile è che la forte interazione in entrambi i sensi 
tra i due fenomeni di trasporto introdotta dalla dipendenza della viscosità 
dalla composizione spinga le due scale a collassare su un valore comune, cioè 
a ingrandire quella di concentrazione e rimpicciolire quella di velocità. Questa 
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tesi comunque potrebbe essere indagata più approfonditamente: in particola-
re l'utilizzo di un dominio tridimensionale permetterebbe di prolungare gli ef-
fetti dei flussi secondari lungo l'asse principale del flusso, e quindi di studiare 
l'effetto dell'interazione delle equazioni tramite la viscosità su un valore asin-
totico dei flussi secondari che non sia nullo. Per questo studio è importante 
però avere a disposizione anche i risultati alla scala di Batchelor calcolata con 








Nelle appendici viene illustrato il metodo utilizzato per validare la griglia G3 
relativamente al campo di moto. La risoluzione di G3 viene interpretata come 
la scala di riferimento del campo di moto     . Vengono inoltre allegate le user 
defined function implementate nel codice CFD, e alcune delle routine utilizza-
te per l'analisi dei dati. 
 
6.1. Validazione della griglia G3 per il calcolo 
di un campo di moto laminare 
 
L'individuazione della scala di riferimento      per il calcolo del campo di moto 
all'interno del dominio è stata effettuata simulando un flusso a pistone con 
     in ingresso al canale, il quale a partire da     si modifica per rag-
giungere la condizione completamente sviluppata a una distanza dell'ordine 
di          [31] [32]. In Tabella 13 sono riepilogate le condizioni al con-
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torno: la velocità in ingresso è          , che dà luogo al numero di Re-
ynolds unitario; le proprietà del fluido sono quelle della specie A. 
Tabella 13: Condizioni al contorno. 
 
In Tabella 14 sono riportate le griglie di risoluzione crescente utilizzate per la 
procedura di validazione. 
Tabella 14: Griglie utilizzate per la validazione. 
 
Per cinque sezioni trasversali appartenenti all'intervallo      , in cui il 
flusso passa dal profilo a pistone dell'ingresso al profilo parabolico completa-
mente sviluppato, è stato calcolato l'errore commesso da ciascuna griglia sui 
valori delle due componenti di velocità, rispetto alla soluzione estrapolata col 
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metodo di Richardson, secondo la procedura esposta in [34] e [33]. L'ordine di 
convergenza su ciascuna sezione è stato calcolato come media tra i valori pun-
tuali sulla sezione, utilizzando le tre griglie G3, G4 e G5. 
I risultati per le tre griglie G2, G3 e G5 sono riportati in Figura 67 e Figura 
68. Per tutte le griglie l'errore su    ha la tendenza a scomparire man mano 
che la coordinata x cresce e il flusso si avvicina alla condizione completamente 
sviluppata. Anche l'errore su    decresce allontanandosi dall'ingresso ma sol-
tanto fino a quando l'ordine di grandezza della velocità trasversale è significa-
tivo: per         infatti la velocità trasversale è quasi completamente 
scomparsa, essendo quattro ordini di grandezza minore della velocità princi-
pale, e a partire da tale distanza l'errore su di essa cresce, ma a questo punto 
   può considerarsi estinta. 
L'errore della griglia G5 è essenzialmente nullo già sulla sezione        per 
entrambe le componenti della velocità. La griglia G2 presenta errore nullo su 
   solo per        : per distanze inferiori infatti il profilo di velocità è anco-
ra di tipo a pistone con gradiente elevato nelle vicinanze della parete, e in 
questa zona la griglia G2 commette un errore troppo grande. L'errore di G2 su 
   è elevato vicino all'ingresso e non si annulla completamente a distanze 
maggiori. La griglia G3 rappresenta invece un valido compromesso tra accu-
ratezza del risultato e costo computazionale. Essa presenta un errore trascu-
rabile su    già dalla prima sezione dopo l'ingresso (      ); per quanto ri-




















Figura 67: Comparazione tra gli errori stimati sulle griglie G2, G3 e G5 tramite 





















Figura 68: Comparazione tra gli errori stimati sulle griglie G2, G3 e G5 tramite 




mente in prossimità delle pareti, ma ciò non compromette il decadimento 
dell'errore sulle sezioni successive, e già da         l'errore è trascurabile. 
In definitiva la griglia G3 è stata validata per la simulazione della zona di svi-
luppo di un flusso con      dalla configurazione a pistone al profilo parabo-
lico all'interno del dominio, e di conseguenza la risoluzione di G3, pari a     , 
è stata scelta come scala di riferimento      per il calcolo di un campo di moto 





I profili in ingresso, la dipendenza della viscosità dalla composizione e l'estra-
zione del gradiente di pressione sono stati implementati all'interno del codice 
CFD tramite le subroutine riportate di seguito. 
 









DEFINE_PROFILE(inlet_x_velocity, thread, position) 
{ 
    real x[ND_ND];          /* definisce x come vettore 2x1 con 
x[0]=coordinata orizzontale e x[1]= coordinata verticale */ 
    real y, h, G, mu;       /* definisce y, h, G, mu a valori reali */ 
    face_t f;               /* definisce f come l'indice intero che i-
dentifica le facce del thread */ 
    h = 5e-5;               /* semiampiezza del canale in m */ 
    G = -1.2e+4;            /* gradiente di pressione in Pa/m */ 
    mu = 1e-3;              /* viscosità in Pa*s */ 
    begin_f_loop(f, thread) 
        { 
            F_CENTROID(x, f, thread); 
            y = x[1]/h;     /* coordinata verticale adimensionale */ 
            F_PROFILE(f, thread, position) = ((G*y*h*h)/mu)*(0.5*y-1); 
        } 















DEFINE_PROFILE(inlet_x_velocity, thread, position) 
{ 
    real x[ND_ND];          /* definisce x come vettore 2x1 con 
x[0]=coordinata orizzontale e x[1]= coordinata verticale */ 
    real y, H, U;           /* definisce y, H, U a valori reali */ 
    face_t f;               /* definisce f come l'indice intero che i-
dentifica le facce del thread */ 
    H = 1e-4;               /* ampiezza del canale in m */ 
    U = 1e-2;               /* velocità couette in m/s */ 
     
    begin_f_loop(f, thread) 
        { 
            F_CENTROID(x, f, thread); 
            y = x[1]/H;     /* coordinata verticale adimensionale */ 
            F_PROFILE(f, thread, position) = U*y; 
        } 














DEFINE_PROFILE(inlet_mass_fraction, thread, i) 
{ 
    real x[ND_ND];          /* definisce x come vettore 2x1 con 
x[0]=coordinata orizzontale e x[1]= coordinata verticale */ 
    real y, H;              /* definisce y, H a valori reali */ 
    face_t f;               /* definisce f come l'indice intero che i-
dentifica le facce del thread */ 
    H = 1e-4;               /* ampiezza del canale in m */ 
     
    begin_f_loop(f, thread) 
163 
 
        { 
            F_CENTROID(x, f, thread); 
            y = x[1]/H;     /* coordinata verticale adimensionale */ 
            if (y < 0.5) 
                F_PROFILE(f, thread, i) = 1; 
            else 
                F_PROFILE(f, thread, i) = 0; 
        } 








Viscosità di miscela binaria A/B, che varia linearmente con la frazione 
massica: 






DEFINE_PROPERTY(mass_wtd_mu, cell, thread) 
{ 
    real mua = 1e-3;        /* viscosità del componente A in Pa*s */ 
    real mub = 1e-2;        /* viscosità del componente B in Pa*s */ 
    real linear = 0.; 
    real viscomix = 0.;     /* viscosità della miscela in Pa*s */ 
    real viscosity;         /* viscosità del singolo componente in Pa*s 
*/ 
    int i; 
    Material *sp; 
    Property *prop; 
    mixture_species_loop(THREAD_MATERIAL(thread), sp, i) 
    { 
        prop = (MATERIAL_PROPERTY(sp)); 
        viscosity = generic_property(cell, thread, prop, PROP_mu,  
        C_T(cell, thread)); 
        linear += C_YI(cell, thread, i)*viscosity; 
    } 
    viscomix = linear; 





6.2.5. Estrazione del gradiente di pressione 
 
/*                                      * 
 *                                      * 
 * Estrae gradiente di pressione        * 


















    { 
    gradp[0] = C_P_G(c,t)[0]; 
    gradp[1] = C_P_G(c,t)[1];    
    C_UDMI(c,t,0) = gradp[0]; 
    C_UDMI(c,t,1) = gradp[1];    








6.3. Analisi dei dati 
 
Vengono di seguito riportati alcuni esempi di routine utilizzate in ambiente 
Matlab per l'analisi dei dati ottenuti dalle simulazioni. 
 
6.3.1. Estrapolazione di Richardson 
 
La seguente catena di script esegue l'estrapolazione di Richardson dell'errore 
delle griglie G3 e G5, relativo alle simulazioni del Capitolo 3. 
 
%   import.m    
% 
%   Importa i profili della forma: 
%   "mic-x-_-variable-" 
%   dove -x- è la distanza della sezione trasversale dall'ingresso 
%   in micron e -variable- una variabile tra velocità lungo x, 




for k = [2,4,10,100,1000] 
    for i = 1:5 
        if k==2 
            condition={[],'0'}; 
            for j=1:2 
                FileName = ['mic' condition{j} int2str(k) '_' varia-
ble{i}]; 
                fid=fopen(FileName); 
                lastline=linecount(fid)-2; 
                a=dlmread (FileName,'',[4 0 lastline 1]);     
                eval(['mic' condition{j} int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid3' '= a;']); 
            end 
        else 
            FileName = ['mic' int2str(k) '_' variable{i}]; 
            fid=fopen(FileName); 
            lastline=linecount(fid)-2; 
            a=dlmread (FileName,'',[4 0 lastline 1]);     
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            eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid3' '= a;']); 
        end 
    end 
end 
  
clear a variable i j k FileName fid lastline condition 
 
%   linecount.m 
% 
%   Conta le righe del file "fid". 
  
function n = linecount(fid) 
n = 0; 
tline = fgetl(fid); 
while ischar(tline) 
  tline = fgetl(fid); 
  n = n+1; 
end 
 
%   reflective_loop.m 
% 
%   Riflette i valori dei profili sulle sezioni trasversali del  




for k = [2,4,10,100,1000] 
    for i = 1:5 
        if k == 2 
            condition = {[],'0'}; 
            for j = 1:2 
                var = eval(['mic' condition{j} int2str(k) '_' varia-
ble{i} '_grid3']); 
                if i == 2 
                    eval(['mic' condition{j} int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid3' '=bireflection(var);']); 
                else 
                    eval(['mic' condition{j} int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid3' '=reflection(var);']); 
                end 
            end             
        else 
            var = eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid3']); 
            if i == 2 
                eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid3' 
'=bireflection(var);']); 
            else 
                eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid3' 
'=reflection(var);']); 
            end 
        end 





clear variable condition k i j var 
 
%   reflection.m 
% 
%   prolungamento di un vettore della forma "mic-x-_-variable-" 
%   sulla metà del canale (d/2 < y < d) riflettendo i valori 











%   bireflection.m 
% 
%   prolungamento di un vettore della forma "mic-x-_-variable-" 
%   sulla metà del canale (d/2 < y < d) riflettendo i valori 











%   extraction.m 
% 






for k = [1,2,4,10,100,1000] 
    for i = 1:5 
        for m = 3:5 
            if k == 1 
                var = eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid4']); 
                for j = 0:n 
                        eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid4_extr(j+1)' '= var(2*j+1,2);']); 
                end 
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            elseif k == 2 
                condition = {[],'0'}; 
                for r = 1:2 
                    var = eval(['mic' condition{r} int2str(k) '_' varia-
ble{i} '_grid' int2str(m)]); 
                    for j = 0:n 
                        if m == 3 
                            eval(['mic' condition{r} int2str(k) '_' var-
iable{i} '_grid' int2str(m) '_extr(j+1)' '= var(1*j+1,2);']); 
                        elseif m == 4 
                            eval(['mic' condition{r} int2str(k) '_' var-
iable{i} '_grid' int2str(m) '_extr(j+1)' '= var(2*j+1,2);']); 
                        else 
                            eval(['mic' condition{r} int2str(k) '_' var-
iable{i} '_grid' int2str(m) '_extr(j+1)' '= var(10*j+1,2);']); 
                        end 
                    end 
                end 
            elseif k == 4 
                var = eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid3']); 
                for j = 0:n 
                    eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid3_extr(j+1)' '= var(1*j+1,2);']); 
                end 
            else 
                var = eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid' 
int2str(m)]); 
                for j = 0:n 
                    if m == 3 
                        eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid' 
int2str(m) '_extr(j+1)' '= var(1*j+1,2);']); 
                    elseif m == 4 
                        eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid' 
int2str(m) '_extr(j+1)' '= var(2*j+1,2);']); 
                    else 
                        eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid' 
int2str(m) '_extr(j+1)' '= var(10*j+1,2);']); 
                    end 
                end 
            end 
        end 
    end 
end 
  
clear k i m n j r condition var variable 
 
%   bicubic_interpolation_grid3.m 
%    






G = -1.2e+4; 
h = 5e-5; 
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mu = 1e-3; 
  
n = length(y)-1; 
  
mic0_xvel_grid3_extr = (G/mu)*(0.5*y'.^2-h*y'); 
mic0_yvel_grid3_extr = zeros(1,51); 
mic0_phib_grid3_extr = zeros(1,49); 
mic0_visc_grid3_extr = mu*ones(1,49); 
  
for jvar=1:4 
    if jvar < 3 
        x = 0:2e-6:4e-6; 
        y = 0:2e-6:1e-4; 
        [Xinterp,Yinterp] = meshgrid(x,y); 
        x_fine = 0:2e-7:4e-6; 
        y_fine = 0:2e-7:1e-4; 
        [Xinterp_fine,Yinterp_fine] = meshgrid(x_fine,y_fine); 
        eval(['Z_' variable{jvar} '_grid3_extr = cat(2, mic0_' varia-
ble{jvar} '_grid3_extr'', mic2_' variable{jvar} '_grid3_extr'', mic4_' 
variable{jvar} '_grid3_extr'' );']); 
        eval(['Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid3_extr = in-
terp2(Xinterp,Yinterp,Z_' variable{jvar} 
'_grid3_extr,Xinterp_fine,Yinterp_fine,''cubic'');']); 
        eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3 = Zinterp_fine_' 
variable{jvar} '_grid3_extr(:,2);']); 
        for j=0:n 
            eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3_extr(j+1) = 
mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3(10*j+1)'';']); 
        end 
        eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3']); 
        eval(['clear Z_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
        eval(['clear Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
    elseif jvar == 3 
        x = 0:2e-6:4e-6; 
        y = 2e-6:2e-6:9.8e-5; 
        [Xinterp,Yinterp] = meshgrid(x,y); 
        x_fine = 0:2e-7:4e-6; 
        y_fine = 2e-6:2e-7:9.8e-5; 
        [Xinterp_fine,Yinterp_fine] = meshgrid(x_fine,y_fine); 
        eval(['Z_' variable{jvar} '_grid3_extr = cat(2, mic0_' varia-
ble{jvar} '_grid3_extr'', mic2_' variable{jvar} '_grid3_extr(2:50)'', 
mic4_' variable{jvar} '_grid3_extr(2:50)'' );']); 
        eval(['Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid3_extr = in-
terp2(Xinterp,Yinterp,Z_' variable{jvar} 
'_grid3_extr,Xinterp_fine,Yinterp_fine,''cubic'');']); 
        eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3 = Zinterp_fine_' 
variable{jvar} '_grid3_extr(:,2);']); 
        for j=0:n 
            if j == 0 || j == n 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3_extr(j+1) = 
1;']); 
            else 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3_extr(j+1) = 
mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3(10*(j-1)+1)'';']); 
            end 
        end 
        eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3']); 
        eval(['clear Z_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
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        eval(['clear Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
    else 
        x = 0:2e-6:4e-6; 
        y = 2e-6:2e-6:9.8e-5; 
        [Xinterp,Yinterp] = meshgrid(x,y); 
        x_fine = 0:2e-7:4e-6; 
        y_fine = 2e-6:2e-7:9.8e-5; 
        eval(['Z_' variable{jvar} '_grid3_extr = cat(2, mic0_' varia-
ble{jvar} '_grid3_extr'', mic2_' variable{jvar} '_grid3_extr(2:50)'', 
mic4_' variable{jvar} '_grid3_extr(2:50)'' );']); 
        eval(['Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid3_extr = in-
terp2(Xinterp,Yinterp,Z_' variable{jvar} 
'_grid3_extr,Xinterp_fine,Yinterp_fine,''cubic'');']); 
        eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3 = Zinterp_fine_' 
variable{jvar} '_grid3_extr(:,2);']); 
        for j=0:n 
            if j == 0 || j == n 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3_extr(j+1) = 
1e-2;']); 
            else 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3_extr(j+1) = 
mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3(10*(j-1)+1)'';']); 
            end 
        end 
        eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3']); 
        eval(['clear Z_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
        eval(['clear Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
    end 
    eval(['mic02_lininterp_' variable{jvar} '_grid3_extr = mic02_' vari-
able{jvar} '_grid3_extr;']); 
    eval(['mic02_' variable{jvar} '_grid3_extr = mic02_interp_' varia-
ble{jvar} '_grid3_extr;']); 
    eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid3_extr']); 
end 
  
mic0_phib_grid3_extr = zeros(1,51); 
mic0_visc_grid3_extr = mu*ones(1,51); 
y = 0:2e-6:1e-4; y = y'; 
  
clear variable j jvar n G h mu x x_fine y_fine Xinterp Xinterp_fine 
Yinterp Yinterp_fine 
 
%   bicubic_interpolation_grid4.m 
%    




G = -1.2e+4; 
h = 5e-5; 
mu = 1e-3; 
  
n = length(y)-1; 
  
mic0_xvel_grid4_extr = (G/mu)*(0.5*y'.^2-h*y'); 
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mic0_yvel_grid4_extr = zeros(1,51); 
mic0_phib_grid4_extr = zeros(1,49); 
mic0_visc_grid4_extr = mu*ones(1,49); 
  
for jvar=1:4 
    if jvar < 3 
        x = 0:1e-6:2e-6; 
        y = 0:2e-6:1e-4; 
        [Xinterp,Yinterp] = meshgrid(x,y); 
        x_fine = 0:2e-7:2e-6; 
        y_fine = 0:2e-7:1e-4; 
        [Xinterp_fine,Yinterp_fine] = meshgrid(x_fine,y_fine); 
        eval(['Z_' variable{jvar} '_grid4_extr = cat(2, mic0_' varia-
ble{jvar} '_grid4_extr'', mic1_' variable{jvar} '_grid4_extr'', mic2_' 
variable{jvar} '_grid4_extr'' );']); 
        eval(['Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid4_extr = in-
terp2(Xinterp,Yinterp,Z_' variable{jvar} 
'_grid4_extr,Xinterp_fine,Yinterp_fine,''cubic'');']); 
        eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4 = Zinterp_fine_' 
variable{jvar} '_grid4_extr(:,2);']); 
        for j=0:n 
            eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4_extr(j+1) = 
mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4(10*j+1)'';']); 
        end 
        eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4']); 
        eval(['clear Z_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
        eval(['clear Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
    elseif jvar == 3 
        x = 0:1e-6:2e-6; 
        y = 2e-6:2e-6:9.8e-5; 
        [Xinterp,Yinterp] = meshgrid(x,y); 
        x_fine = 0:2e-7:2e-6; 
        y_fine = 2e-6:2e-7:9.8e-5; 
        [Xinterp_fine,Yinterp_fine] = meshgrid(x_fine,y_fine); 
        eval(['Z_' variable{jvar} '_grid4_extr = cat(2, mic0_' varia-
ble{jvar} '_grid4_extr'', mic1_' variable{jvar} '_grid4_extr(2:50)'', 
mic2_' variable{jvar} '_grid4_extr(2:50)'' );']); 
        eval(['Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid4_extr = in-
terp2(Xinterp,Yinterp,Z_' variable{jvar} 
'_grid4_extr,Xinterp_fine,Yinterp_fine,''cubic'');']); 
        eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4 = Zinterp_fine_' 
variable{jvar} '_grid4_extr(:,2);']); 
        for j=0:n 
            if j == 0 || j == n 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4_extr(j+1) = 
1;']); 
            else 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4_extr(j+1) = 
mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4(10*(j-1)+1)'';']); 
            end 
        end 
        eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4']); 
        eval(['clear Z_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
        eval(['clear Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
    else 
        x = 0:1e-6:2e-6; 
        y = 2e-6:2e-6:9.8e-5; 
        [Xinterp,Yinterp] = meshgrid(x,y); 
        x_fine = 0:2e-7:2e-6; 
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        y_fine = 2e-6:2e-7:9.8e-5; 
        eval(['Z_' variable{jvar} '_grid4_extr = cat(2, mic0_' varia-
ble{jvar} '_grid4_extr'', mic1_' variable{jvar} '_grid4_extr(2:50)'', 
mic2_' variable{jvar} '_grid4_extr(2:50)'' );']); 
        eval(['Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid4_extr = in-
terp2(Xinterp,Yinterp,Z_' variable{jvar} 
'_grid4_extr,Xinterp_fine,Yinterp_fine,''cubic'');']); 
        eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4 = Zinterp_fine_' 
variable{jvar} '_grid4_extr(:,2);']); 
        for j=0:n 
            if j == 0 || j == n 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4_extr(j+1) = 
1e-2;']); 
            else 
                eval(['mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4_extr(j+1) = 
mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4(10*(j-1)+1)'';']); 
            end 
        end 
        eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4']); 
        eval(['clear Z_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
        eval(['clear Zinterp_fine_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
    end 
    eval(['mic02_lininterp_' variable{jvar} '_grid4_extr = mic02_' vari-
able{jvar} '_grid4_extr;']); 
    eval(['mic02_' variable{jvar} '_grid4_extr = mic02_interp_' varia-
ble{jvar} '_grid4_extr;']); 
    eval(['clear mic02_interp_' variable{jvar} '_grid4_extr']); 
end 
  
mic0_phib_grid4_extr = zeros(1,51); 
mic0_visc_grid4_extr = mu*ones(1,51); 
y = 0:2e-6:1e-4; y = y'; 
  
clear variable j jvar n G h mu x x_fine y_fine Xinterp Xinterp_fine 
Yinterp Yinterp_fine 
 
%   errorfinder.m 
% 










    for jvar=1:5 
        if distance == 2 
            condition = {[],'0'}; 
            for l = 1:2 




                eval(['err5_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '=(-mic' condition{l} int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_eps21)/(r21^p-1);']); 
                eval(['err3_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '=r21^p*r32^p*err5_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} ';']); 
                eval(['GCI3_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '=abs(1.25*err3_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} './mic' condition{l} int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_grid3_extr)'';']); 
            end 
        else 
            eval(['p=pmean_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
';']); 
            eval(['err5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} '=(-mic' 
int2str(distance) '_' variable{jvar} '_eps21)/(r21^p-1);']); 
            eval(['err3_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'=r21^p*r32^p*err5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} ';']); 
            eval(['GCI3_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'=abs(1.25*err3_' int2str(distance) '_' variable{jvar} './mic' 
int2str(distance) '_' variable{jvar} '_grid3_extr)'';']); 
        end 
    end 
end 
  
clear p distance jvar condition l 
  
for distance=[2,10,100,1000] 
    for jvar=1:5 
        for element=1:51 
            if distance == 2 
                condition = {[],'0'}; 
                for l = 1:2 
                    eval(['elem=GCI3_' condition{l} int2str(distance) 
'_' variable{jvar} '(element);' ]); 
                    if isnan(elem)==1 || isinf(elem)==1 
                        eval(['GCI3_' condition{l} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} '(element)=0;']); 
                    end 
                end 
            else 
                eval(['elem=GCI3_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'(element);' ]); 
                if isnan(elem)==1 || isinf(elem)==1 
                    eval(['GCI3_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'(element)=0;']); 
                end 
            end 
        end 
    end 
end 
  
clear distance variable jvar elem element condition l 
 














    for jvar=1:5 
        if distance == 2 
            condition = {[],'0'}; 
            for l = 1:2 
                eval(['p=pmean_mic' condition{l} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} ';']); 
                eval(['err5_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '=(-mic' condition{l} int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_eps21)/(r21^p-1);']); 
                eval(['err3_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '=r21^p*r32^p*err5_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} ';']); 
                eval(['GCI5_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '=abs(1.25*err5_' condition{l} int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} './mic' condition{l} int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_grid5_extr)'';']); 
            end 
        else 
            eval(['p=pmean_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
';']); 
            eval(['err5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} '=(-mic' 
int2str(distance) '_' variable{jvar} '_eps21)/(r21^p-1);']); 
            eval(['err3_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'=r21^p*r32^p*err5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} ';']); 
            eval(['GCI5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'=abs(1.25*err5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} './mic' 
int2str(distance) '_' variable{jvar} '_grid5_extr)'';']); 
        end 
    end 
end 
  
clear p distance jvar condition l 
  
for distance=[2,10,100,1000] 
    for jvar=1:5 
        for element=1:51 
            if distance == 2 
                condition = {[],'0'}; 
                for l = 1:2 
                    eval(['elem=GCI5_' condition{l} int2str(distance) 
'_' variable{jvar} '(element);' ]); 
                    if isnan(elem)==1 || isinf(elem)==1 
                        eval(['GCI5_' condition{l} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} '(element)=0;']); 
                    end 
                end 
            else 
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                eval(['elem=GCI5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'(element);' ]); 
                if isnan(elem)==1 || isinf(elem)==1 
                    eval(['GCI5_' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'(element)=0;']); 
                end 
            end 
        end 
    end 
end 
  
clear distance variable jvar elem element condition l 
 
%   pfindersingle.m 
% 
%   Calcola l'rdine di convergenza puntutale p e l'ordine 









    for distance=[2,10,100,1000] 
        for jvar=1:5 
            if distance == 2 
                condition = {[],'0'}; 
                for r = 1:2 
                    disp(['p_mic' condition{r} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} ' element ' int2str(element)]); 
                    [p,fval,exitflag] = fsolve(@(x) 
orderpsingle(x,element,distance,jvar),2,options); 
                    eval(['p_mic' condition{r} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} '(element,1)=p;']); 
                    eval(['fval_mic' condition{r} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} '(element,1)=fval;']); 
                    eval(['exitflag_mic' condition{r} int2str(distance) 
'_' variable{jvar} '(element,1)=exitflag;']); 
                end 
            else 
                r = 1; 
                disp(['p_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} ' el-
ement ' int2str(element)]); 
                [p,fval,exitflag] = fsolve(@(x) 
orderpsingle(x,element,distance,jvar),2,options); 
                eval(['p_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'(element,1)=p;']); 
                eval(['fval_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'(element,1)=fval;']); 
                eval(['exitflag_mic' int2str(distance) '_' varia-
ble{jvar} '(element,1)=exitflag;']); 
            end 
        end 





clear p fval exitflag distance jvar r condition options element 
  
for distance=[2,10,100,1000] 
    for jvar=1:5 
        if distance == 2 
            condition = {[],'0'}; 
            for l = 1:2 
                eval(['val=p_mic' condition{l} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} ';']); 
                val(isnan(val)==1)=[]; 
                eval(['pmean_mic' condition{l} int2str(distance) '_' 
variable{jvar} '= mean(val);']); 
            end 
        else 
            eval(['val=p_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
';']); 
            val(isnan(val)==1)=[]; 
            eval(['pmean_mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} '= 
mean(val);']); 
        end            
    end 
end 
  
clear distance jvar l val variable  condition 
 
%   orderpsingle.m 
% 











if r == 1 
    eps32 = eval(['mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_eps32(element)']); 
    eps21 = eval(['mic' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_eps21(element)']); 
elseif r == 2 
    eps32 = eval(['mic0' int2str(distance) '_' variable{jvar} 
'_eps32(element)']); 




ratio = eps32/eps21; 





if isnan(sgn) == 1 
    F = 0; 
else 





if isnan(sgn) == 1 
    J = 0; 
else 
    J = 1-(1/log(r21))*sign(log(abs(ratio))+log((r21^p-sgn)/(r32^p-
sgn)))*... 
        (r21^p*log(r21)/(r21^p-sgn)-r32^p*log(r32)/(r32^p-sgn)); 
end 
 
%   epsilon.m 
% 




for k = [2,10,100,1000] 
    for i = 1:5 
        for m = 1:2 
            if k == 2 
                condition = {[],'0'}; 
                for j = 1:2 
                    eval(['mic' condition{j} int2str(k) '_' variable{i} 
'_eps' int2str(m+1) int2str(m)... 
                        '= mic' condition{j} int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid' int2str(5-m) '_extr'... 
                        '- mic' condition{j} int2str(k) '_' variable{i} 
'_grid' int2str(6-m) '_extr;']); 
                end 
            else 
                eval(['mic' int2str(k) '_' variable{i} '_eps' 
int2str(m+1) int2str(m)... 
                    '= mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid' 
int2str(5-m) '_extr'... 
                    '- mic' int2str(k) '_' variable{i} '_grid' 
int2str(6-m) '_extr;']); 
            end 
        end 
    end 
end 
  




6.3.2. Trasferimento da Fluent a Matlab 
 
Il file di testo generato da Fluent esportando i valori di una variabile all'in-
terno di un dominio costituito da una griglia strutturata deve essere converti-
to in una matrice per essere elaborato con Matlab. Il seguente esempio ri-
guarda la distribuzione della frazione massica della specie B sul dominio: la 
formulazione riportata funziona solo se il calcolo CFD è eseguito in parallelo, 
poiché il formato dei file esportati da Fluent in modalità seriale è differente. 
%   phib_mu_reshape 
% 
%   Converte la soluzione esportata da Fluent in una matrice. 
  
newData = importdata('phib_mu'); 
phib_mu = newData.data; 
clear newData 
phib_mu = phib_mu(:,2:end); 
m = 0; 
delta = 2e-7; 
  
for i = 1:length(phib_mu) 
    if i == length(phib_mu) 
        break 
    else 
        if abs(phib_mu(i+1,2)-phib_mu(i,2)) < delta/2 
            continue 
        else 
            m = m+1; 
        end 




n = (length(phib_mu)+4)/(m+1)-1; 
v1 = [0e-6 0e-6 0]; 
v2 = [n*delta 0e-6 1]; 
v3 = [0e-6 m*delta 0]; 
v4 = [n*delta m*delta NaN]; 
phib_mu = cat(1,v1,phib_mu(1:(n-1),:),... 
    v2,phib_mu(n:(m*n+m-2),:),... 
    v3,phib_mu((m*n+m-1):end,:),v4); 
clear v1 v2 v3 v4 
x = 0:delta:1.5e-3; 
y = 0:delta:5e-5; 
[X_nodes,Y_nodes] = meshgrid(x,y); 
phib_mu = reshape(phib_mu(:,3),n+1,m+1); 
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